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ESPACO R?

- VETOR POSICAO
- EQUAGAO DO PLANO NO R?
- EQUACAO DA RETANO R?

Conceito sobre vetor posicdo

Foi visto anteriormente que para marcarmos um ponto no plano xy, basta darmos o seu vetor
posicdo (X,y) sendo X a abscissa e y a ordenada. Foram introduzidos varios conceitos sobre vetores. Soma,
vetores paralelos, vetores ortogonais, etc.

No plano xy, a distancia “d” de um ponto P a uma reta r é dada pela perpendicular, conforme a

figura. Na figura da direita, a distancia de P ao eixo y € a abscissa x e a distancia ao eixo x é a ordenada y
do ponto.

No espaco, todos 0s conceitos visto até aqui sdo exatamente os mesmos. No espaco fala-se em
coordenadas X, y e z de um ponto P. Denota-se o ponto por P(X,y,z), ou pelo vetor posicao
Sendo O a origem ou o ponto de referéncia (de todas as posi¢des de todos 0s pontos), X, Y, z as
coordenadas (medidas a partir da origem O ). Os vetores unitarios (ou versores) do sistema de

coordenadas cartesianas x, y, z s&0, respectivamente, i, ],k .

O vetor posicao, em coordenadas cartesianas € dado por

OP =7 =xi +Yyj +2K

Por outro lado, dados dois pontos A e B no R®, pode-se construir o vetor
AB =Ty =T, = (X =X + (Yo = ¥2) T + (25 —2,)K

pois,

_— —

=7, + AB . AB =T, T, = (X — X1 + (¥ — Y) T + (25— 2,)K



Exemplos de Fixacao:
1) Dado os vetores posicéo RT,: (2,1) e_R'B (3, 4), calcular o vetor AB e | ATI% |
Solucao:

No R®, esses mesmos vetores sdo dados por,

ﬁ; =(2,1,0) e Rs = (3,4,0) (os pontos A e B estdo no plano z = 0 ou plano xy)

»
»

1
’ Re Ra+AB=Rg . AB=Rg-Ra= (32 41,0-0)=1,3,0
Ra
!/

X

|AB 2= (Xg—Xa)2+ (Yo —Ya)?=12+32=10

y
A/> Ye-Ya | AB | = V10

~———

Xg - Xa

»
»

X

2) Dado_R'A (2,1,4) e_R'B (3, 4, 6), calcular ABe | AB |
AB=(3-24-1,6-4)=(1,3,2)

| AB | = (Xg — Xa)* + (Yg — Ya)* + (Zg — Za)
1°+32+22=14
| AB | = 14

Pontos A (e) e B (®) -)XB =(1,3,2)



EQUACAO DO PLANO NO R®

Um plano pode ser caracterizado por trés pontos ndo colineares, A, B e C. Em outras palavras, s6
existe um Unico plano que contém estes trés pontos.
Para obtermos a equagéo do plano, basta seguir 0s seguintes passos:

1) Constroi-se dois vetores, por exemplo,

Evidentemente, estes dois vetores construidos com os trés pontos dados, pertencem ao
plano cuja equacéo se deseja.

2) Obtém-se o vetor N , normal ao plano (cuja equacdo se deseja), pelo produto vetorial
N =3 xV = (a,b,c) onde a, b ec sdo os componentes cartesianos, conhecidos, do vetor N
Lembre-se que, por definicdo de produto vetorial entre dois vetores,
N é perpendicular ao plano que contém G e V ou que contém os trés pontos dados

A, BeC.
Diz-se gue N é o vetor diretor do plano.

3) Considere um quarto ponto P (X, Y, z), genérico, pertencente ao plano no qual se deseja a
sua equacao.

4) Constroi-se um terceiro vetor deste plano,

—

W = P:ﬁ,—fA=(X—)(A)iﬁ‘k(y_yA)j*‘(Z_ZA)iz

5) Como N é perpendicular ao plano no qual se deseja a equacio e W pertence & este
plano, escreve-se

NeWw=0
Em termos das coordenadas cartesianas,
N oW = (a,b,c) e [(x—x,),(Y = ¥,),(z=2,)] =0

a(x— XA)+b(y_ yA)+C(Z_ ZA) =0

ax+by+cz—-ax, —by,-cz, =0

Fazendo-se

—ax, —by,-cz, =d
tem-se a equacéo geral do plano dado por trés pontos ndo colineares,



ax+by+cz+d=0

onde a, b, ¢ e d sdo valores conhecidos e (X, Y, z) as coordenadas de um ponto
qualquer do plano.

Exercicios de Fixacdo

1) Dada aequagdo 2x -y +z + 10 =0, verificar se os pontos Q (1, -2,-14) e S (1, 0, 5)
pertencem a este plano.

Solugéo
PontoQ (1,-2,-14), x=1,y=-2,2=-142>2 (1) -(-2) + (-14) +10=14-14 = 0.
Portanto o ponto Q pertence ao plano dado.

Ponto S (1,0,5),x=1,y=0,z=5=> 2(1)-(0)+5+10=17 =0
Portanto o ponto S ndo pertence ao plano dado.

2) Dada aequacgéo do plano -5x+2y—-3z+7=0

a) qual o seu vetor normal N ( o vetor diretor do plano.)?
b)Qual o seu normal unitario?

Solugéo

a)
Pela demonstracdo da equacdo do plano ax + by + cz + d = 0, observa-se que os
componentes do vetor normal ao plano €

N = (a,b,c)
No caso deste exercicio, a=-5, h=2,¢c=-3
Portanto,

N =(a,b,c) =(-5,2,-3) ou N =ai +bj+ck =-5i +2j -3k
b) o vetor unitéario € dado por

6, ==

Zl‘ Z

Lembre-se que
N = (a,b,c)
NeN = N| Nj|cosO=N |

IN[’=NeN=a?+bh?+c?

IN|=+VNeN =+/a? +b? +¢?



- N _ . (&b
W=7 =1

N e N Ja? +b? +¢?

Substituindo-se os valoresdea=-5,b=2 ec=-3,

_ N (@be) _ (52-3 :(_5 2 _3)
JNeN +a?+b?+c? +25+4+9 /38 38 38

_ N (-a,-b,-c) (5-2,3) 5 2 3

e - - - T ]
TN Jaisbiect N25ia+9 \Vas' V38 3

Observacao: ter dois vetores normais e simétricos ao plano ndo é surpresa alguma.

3) Determinar a equacédo do plano cujo vetor normal é (4, 3, -5) e que contenha o ponto
(1,2,3)

Solucéo
Como o vetor normal ou vetor diretor é conhecido, automaticamente 0s

coeficientes a, b e ¢ do plano
sdo obtidos, ou seja,

ax+by+cz+d=0
4x+3y-52+d=0

Para se obter o parametro d, observe que a equacao do plano contém o ponto (1, 2, 3).
Portanto,

4x+3y-52+d=02>4(1)+3(2)-5@3)+d=0

Resolvendo parad, tem-se, d=5

Portanto a equacéo do plano é

4x+3y-52+5=0

Observacdo: Na literatura € comum encontrar-se a equacgao do plano com o termo
independente d aparecendo no membro direito, como

ax+by+cz=d

No caso deste exercicio, o valor de d = -5 que é exatamente a mesma solucgéo, ou
seja,

4x+3y-5z =-5



4)Qual a posicao relativa entre os dois planos,

. 2X+2y+4z2=5 plano r,
X+y+22=7 plano =,

{— 4x+4y—-82=24 plano «,

X—y+22=-6 plano «,

X=2y+z=17 plano 6,

3X+y-2z2=7 plano 6,
Solucéo

a) Se dois planos possuirem a mesma dire¢cdo normal (ndo importando o sentido nem o
Modulo de cada um dos vetores normais) pode-se concluir que os dois planos ou sao
paralelos ou s&o coincidentes.

2Xx+2y+4z=5 plano 7,
X+y+2z=7 plano =,

No caso, as normais ou vetores diretores aos dois planos dados sdo, respectivamente,

Nl = (al’bl’cl) = (2:214)
N42 = (az’bz’cz) = (1,1,2)

Observe que os dois vetores normais possuem a mesma direcao (no caso, mesmo sentido)
N, = (a,,b,,c,) = (2,2,4) = 2(1,1,2) = 2(a,,b,,c,) = 2N,

Portanto ou os vetores sdo paralelos ou sdo coincidentes.

Para serem coincidentes um ponto que satisfaca o primeiro plano tem de satisfazer o

segundo. Por exemplo, o ponto (1, 0, 3) pertence ao plano z, pois

X+y+2z=7 plano =,
@+0+2(3)=7..7=7

Por outro lado, 0 mesmo ponto (1, 0, 3) ndo pertence ao plano 7z, pois



2X+2y+4z=5 plano 7,
2)+2(0)+4(3) =145

Conclui-se que os planos séo paralelos.

—4x+4y—-8z=24 plano o,
X—y+2z=-6 plano «,

Como no item anterior, os planos podem ser paralelos ou coincidentes pois as dire¢fes
normais sao as mesmas embora os sentidos serem opostos.

N, =(a,,b,,c,) = (-4,4,-8) = —4(1-12) = 4(a,,b,,c,) = —4N,

VVamos testar se sdo coincidentes. Seja o ponto ((1, 9, 1) que pertence ao plano «, pois,
X—y+22=-6 plano «,
@D-9+201)=-6..-6=-6

O mesmo ponto substituido em ¢, fica,
—4x+4y—-8z=24 plano ¢,
—4(1) +4(9)-8(1) =24 . 24 =24

Portanto, os planos séo coincidentes.

0 X—-2y+z=7 plano 6,
X+y-2z=7 plano 6,

Pelos desenvolvimentos dos dois itens anteriores vé-se que os dois planos &, e &,néo séo

paralelos pois 0s vetores normais Nl e N2 possuem dire¢Oes distintas. Os dois planos se
interceptam segundo uma reta no R®.

IMPORTANTE

Este exercicio nos revela que dados dois planos 7, e z,,

ax+by+cz=d, plano 7,
a,x+b,y+c,z=d, plano 7,
4 _bh_6 4
a2

o0s planos séo paralelos
b,

a_b_¢ _d
b

Se
== os planos sdo coincidentes



Caso contrério, os planos 7, e z, se interceptam segundo uma reta no R®.

5) Obter a equacéo do plano que contém os pontos ndo colineares (1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1)
Solucao
METODO |

Primeiramente vamos construir dois vetores do plano que se deseja.
Seja, A=(1,0,0),B=(0,1,0)eC=(0,0,1)

A-B= i=(1-00-10-0)=(1-10)
A-C= V=(1-00-00-1)=(L0,-1)

O vetor normal ao plano é calculado (e ndo dado como nos exercicios anteriores).
Assim,

i ] k
N=0GxvV=[ -1 0
1 0 -

Desenvolvendo o determinante segundo a primeira linha, obtém-se o vetor normal expresso
em coordenadas cartesianas, ou seja,

i k
N=dxV=1 -1 0 =[(-D(-D - (O)(OT -[MD(-1) - WO} +[D)©0) - (D)D)K
1 0 -

Vamos construir, com o ponto genérico (X, Y, z) o vetor

P-A=> w=(x-1y-0,z-0) (vetor pertencente ao plano desejado)
Portanto, com a normal ao plano calculada,
New=(+j+K)e[(x-Di +yj+zk]=2Ux-D)+y+z=0

A equacéo do plano fica,

X+y+z-1=0 ou
X+y+z=1



Observe que muitos pontos do plano devem satisfazer a equagéo x+ y+z =1, como por
exemplo (101, 0, -100), (-1009, 2, 1008), etc.

E interessante verificar se os trés pontos dados satisfazem a equacéo do plano (esta
verificacdo da-nos a certeza que os calculos foram corretos). No caso,

A=(1,0,0) 2 x+y+z=1=2>(1)+(0)+(0)=1
B=(0,1,00= x+y+z=1=20)+(1)+(0)=1
C=0,0,1)=2> x+y+z=1=20)+0)+(1)=1

Os pontos dados satisfazem. Isto garante que os calculos estdo corretos.

METODO 11

Partindo-se da forma geral da equacao do plano,
ax+by+cz=d

0 objetivo € obter os coeficientes a, b, ¢ e d.

A=(1,0,0) 9 al)+b(0)+c(0)=d Da=d
B=(0,1,00° a(0)+b@)+c(0)=d D b=d
C=(0,0,1) a(0)+b0)+c®)=d dc=d

Como temos 3 equacdes e 4 incognitas, o grau de liberdade é
GL=4-3=1

Assim, temos a liberdade de atribuir um valor qualquer para uma das variaveis, ou seja,
d =5. Com isso,
a=b=c=d=5

A equacéo do plano fica,
ax+by+cz=d=5x+5y+52=5

Dividindo-se ambos os membros por 5, ndo altera a igualdade (planos coincidentes),
Xx+y+z=1
METODO IlII

EQUACAO PARAMETRICA DO PLANO

Sendo A=(1,0,0),B=(0,1,00eC=(0,0,1)
Com os vetores U e V obtidos anteriormente,
A-B= 1(i=(1-00-10-0)=(1-10)

A-C= V=(1-00-00-1)=(10,~1)



Vamos escrever a equacdo paramétrica do plano. Como os vetores U e V ndo sdo colineares,
sendo P um ponto genérico (X, Y, 2),

P-A=(C'-A) + (B'-A) ou

P=A+AU0 + uv

Portanto,

(x,y,2)=(10,0)+ 2 (1,-1,0) + «(1,0,-1) ou,

X=1+A+pu
y=0-4+0x ou
2=04+01-pu

X=1+A+pu
y=-2
Z=-u

Note que temos 5 incdgnitas e 3 equacdes 0 que mostra que o grau de liberdade é 5 -3 - 2.
Vamos verificar se 0s 3 pontos dados satisfazem a equacao paramétrica do plano.

Para A= u =0 temos o ponto A = (1, 0, 0) pois
X=1+1+pu=1+0+0=1
y=-1=—(0)=0
z=—-u=-0)=0

Para A =-1e u =0 temos o ponto B = (0, 1, 0) pois
X=1+4A+4x=1-1+0=0
y=-4A=—-(-1)=1
z=-pu=-(0)=0

Para 4 = 0e u = —1 temosopontoC =(0,0, 1) pois
X=1+A+px=1+0-1=0
y=-1=—(0)=0

7=—u=—(-1)=1

Para se obter qualquer um outro ponto do plano basta atribuirmos qualquer valor para 1 e u
e substituir acima para determinar as suas coordenadas, ou Seja, X, y € Z.

10



Observacéo: se eliminarmos A e u naequacdo parametrica do plano, obtém-se a equacao
ndo paramétrica. Assim,

X=1+A+pu
y=—A=>A=-y
I=—U=>u=-1

Substituindo-se A e x na primeira equacao, tem-se,
Xx=1-y—-z ou
X+y+z=1

Da mesma forma podemos, a partir da equacdo ndo paramétrica ax + by +cz =d , representa-
la na sua forma paramétrica, envolvendo mais dois parametros 1 e u.

6) Dada a equacdo do plano 3x + 2y —z = 1, obté-la na forma paramétrica.
Solucéo

METODO |

Obter 3 pontos do plano dado para recair no exemplo anterior (METODO II1)

Ponto A

Como o grau de liberdade é GL =3 -1 =2,
Parax=0ey=0=>» 3(0)+2(0)—z=1=2>z=-1
Logo um ponto do planoé A =(0, 0, -1)

Ponto B

Como o grau de liberdade e GL=3-1=2,
Parax=1ey=0=> 3(1)+2(0)-z=1=2>z=2
Logo um outro ponto do planoé B =(1,0, 2)

Ponto C

Como o grau de liberdade é GL =3 -1 =2,
Parax=1ez=0=2> 3(1)+2y-(0)=1=2>y=-1
Logo um outro ponto do planoé C=(1,-1,0)
Com os vetores U e Vv calculados,,

A-B= 0=(0-1,0-0,-1-2)=(-10,-3)
A-C= V=(0-10+1-1-0)=(-11-1)

Note que tanto faz calcularmos os vetores (A - B) ou (B-A) como (A-C) ou (C-A).
O importante é que estes dois vetores ndo sejam colineares.

Portanto, a equacao paramétrica do plano dado fica,

11



P-A=(C'-A) + (B'-A) ou

P=A+AU+ uv=(x,Y,2)=(0,0,-1)+ (-4,0,-31) + (-, ut,— 1) ou,

X==A—u
y=u
2=-1-31-pu

Por inspecéo,
A=0;u=0 = A=(0,0,-1)
A=-Lu=0 = B=(,0,2)
A=0u=-1 = C=(1-1,0)

METODO Il

X=A
{ =31 +2u-2=1
y=u

A equacdo paramétrica fica,

X=A1
y=u
z2=31+2u-1

Para obter qualquer ponto (X, y, z) do plano basta atribuirmos um valor qualquer para A como para u e
calcularmos as 3 coordenadas. Lembre-se sempre:

GL (Grau de Liberdade) = Numero de Incdgnitas — NUmero de Equacdes =5 — 3 = 2. Assim, no caso do
exemplo, temos a liberdade de sortearmos valores para A e u para, entdo, determinarmos x, y e z.

7) Calcular o valor de m de modo que o plano 2x + 3y + z=m?- 9 contenha a origem das
coordenadas.

Solugéo
Substituindo-se o ponto (0, 0, 0) na equacéo do plano dada, tem-se
2(0)+3(0)+(0)=m*-9

0=m?-9
m=+/9 = +3

12



8) Calcular os valores de p e de g de modo que os dois planos

2x+(q-1)y+3z=1
sejam paralelos.

{(p+1)x+2y+z:5

Solucéo
Lembre-se que
ax+by+cz=d, plano z,
a,x+b,y+c,z=d, plano 7,
a b ¢ d »
e . os planos séo paralelos
a2 b2 C2 d2
Se b d
a C o
B os planos séo coincidentes
a2 bZ C2 d2

Caso contrario, os planos 7, e z, se interceptam segundo uma reta no R,
No exercicio dado,

a b ¢ d «

B N os planos séo paralelos

a'2 b2 C2 d2

Dois planos paralelos possuem os mesmos vetores normais ou vetores diretores. Planos
paralelos também possuem a mesma distancia.

Logo,
a_b_ & d  p+l_ 2 1.5
a, b, ¢, d, 2 qg-1 3 1

Portanto, os valores de p e de g sdo



Pl 1 api3_omp--t
2 3 3

i=£:q—1:6:q=7

q-1 3

Verificacao

Substituindo-se p e g nos dois planos dados, encontra-se

gx +2y+2=5
2X+6y+3z=1
onde os dois vetores normais Nl = (%,2,1) e N2 = (2,6,3) possuem 0 mesmo suporte, ou

seja, N, = (2,6,3) = 3(%,2,1) =3N,. Além disso, d, =5=d, =1.

2 . . «
Note que se p # 3 elou q =7, os dois planos se interceptardo numa reta do R®.

9) Calcular os valores de p, g e r de modo que os dois planos

(P+)x+2y+z2=r+2
2x+(g-1)y+3z=1
sejam coincidentes.

Solugéo

No exercicio dado,
a _b ¢ _d op+1 2

a, b, ¢, d, 2 q-1

Portanto, os valores de p, g ersdo

Pl api3-0opo-l
2 3 3
i:l:>q—1=6:>q:7
g-1 3
rLzzl33r+6=1:>r:—§
1 3 3
Verificacao

Substituindo-se p, g e r nos dois planos dados, encontra-se

2
—X+2y+12=
3 y

Wl

2X+6y+3z=1
14



onde os dois vetores normais N, = (%,2,1) e N2 =(2,6,3) possuem 0 mesmo suporte, ou

seja, N, = (2,6.3) = 3(%,2,1) _ 3N, Além disso, d, =% ed,=3d =1

10) Analisar os casos particulares da Equacédo Geral do Plano

Solucéo
A equacdao geral do plano é dada por
ax+by+cz=d

a)Casoemque a=0, b#0,c=#0,d=0

Ox+by+cz=d

by +cz=d

Note que qualquer ponto pertencente ao eixo dos x ndo satisfaz a equacdo by +cz=d .
Por exemplo,

y+2z=3 ou

OX+y+2z=3

O ponto (5,0,0) substituido na equagéo fica,

0(5)+0+2(0)=3

0 =3 (impossivel o ponto (5,0,0) pertencer a equagdo y + 2z =3).
Esta assertiva é valida para qualquer valor de x real.

Portanto, o eixo dos x € paralelo ao plano

by+cz=d.

b) Casoemque a=0, b=0,c=0, d=0

ax+cz=d

Neste caso, por analogia ao item anterior, qualquer ponto do eixo dos y ndo satisfaz a
equacéo particular comb = 0.

Portanto, o eixo dos y é paralelo ao plano particular,

ax+cz=d

Casoemque a#0, b#0,¢c=0,d=0
ax+by=d

Neste caso, por analogia ao item anterior, qualquer ponto do eixo dos z ndo satisfaz a
equacao particular com ¢ = 0.
Portanto, o eixo dos z é paralelo ao plano particular,

ax+by=d

15



d) Casoemquea=0, b0, ¢c=#0, d=0

ax+by+cz=0

Neste caso, a origem das coordenadas, ponto (0, 0, 0) satisfaz a equacao particular com

d = 0. Este termo é chamado de independente.

e) Casoemque a=0, b=0,¢c=0,d=0

0x+0y+cz=d

d
z=—=constante
c

Observe que z = constante € um plano paralelo ao plano xy.

Z = constante =4
/— y
X

f) Casoemque a=0, b#0,¢c=0,d=0

Ox+by+0z=d

d
y= b constante

Observe que y = constante € um plano paralelo ao plano xz.

Planos paralelos ao plano xz

16



g) Casoemque a=0, b=0,¢c=0,d=0

ax+0y+0z=d
d

X =— =constante
a

Observe que x = constante é um plano paralelo ao plano yz.

Considere, por exemplo, o plano x = 2. Note que este plano é paralelo ao plano yz da figura.

Qualquer ponto que e (pertence) ao plano paralelo ao plano yz, possui coordenada 2.

z

)——y Planox =2

X/

Por exemplo, os pontos P(2, -3, 4) e Q(2, 5, -9) pertencem ao mesmo plano x = 2.

h)
; f :%, F Reta // z (intersecdo dos planosx=2ey = 3)

Por exemplo, os pontos P(2, 3, 4) e Q(2, 3, 5) pertencem a mesma
reta (intersecdo entre os planos x=2ey = 3).

i) Intersecdo entre 3 planos particulares

A intersecdo entre 3 planos determina um unico ponto.

2  plano paraleloao plano yz
3 plano paralelo ao plano xz
4  plano paraleloao plano xy

X
y
z

O ponto da interse¢do entre os 3 planos particulares é P (2, 3, 4)
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11) Determinar o dngulo entre os planos
T 2X+y—-72=-3 & 7m,:X+y=4

Solugéo
Por defini¢cdo, 0 menor angulo que um vetor normal a 7, forma com um vetor normal a =, ,

caracteriza o angulo entre os dois planos.
No exercicio,

Sendo Nl =(21-1) e Nz = (11,0) os vetores normais ou vetores diretores aos planos =, e r,,

INjoN, | [(21-1) e (110)] 3 3 _\3
9 = p—y p—y = = = _
!Nl || N2| \/22+12+(_1)2 /12 +12 »\/E 2,\/§ 2
Portanto,
V3

0 =arc cos > =2
2 6

12) Obter a formula da distancia de um ponto Q = (X, Yq,Zo)aumplano z:ax+by+cz=d
Solucéo

Distancia de um ponto a um plano

E 0 menor segmento de reta que une o ponto Q dado a um ponto do plano. Note que o ponto é obtido
pela intersecdo da reta normal ao plano com o proprio plano.
Observe que 0 menor segmento é “d” (fica na perpendicular ao plano).

Considere um ponto A qualquer pertencente ao plano z. Seja N o vetor normal ou vetor diretor a
este plano e

=

€y = 0 Seu vetor unitario.

Zi

Note que a distancia do ponto Q ao plano =, d(Q,x), é dada por,

d(Q,7) 5/ AQe&, |
onde,
- N (a,b,c)

eN: — =
IN| +a?+b?+c?

AQ = (Xg =X ), (Yo = Ya) (Zg = 2,)

Portanto,
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- (a,b,c)
d(Q!”)_leN.AQl_lm.(xQ_xA!yQ_yszQ_zA)l
a(XQ _XA)+b(yQ - yA)+C(ZQ - ZA) |

1Qm= Jatbrot
+b% +

ax, +by, +cz, —ax, —by, —cz,

d(Q,7) =| |
va® +b® +c?

Sendo A um ponto do plano 7:ax+by+cz=d,

ax, +by, +cz, =d

—ax, —by,-cz, =-d

Logo,
ax, +by, +cz, —d
d(Q.7) =| — ———|
va® +b? +c?
Note que

a) se Q pertencer ao proprio plano z:ax+by+cz=d,
ax, +by, +cz, =d
d-d

N e
+b°+

b) dois planos paralelos possuem a mesma distancia d.

|=0

13) Calcular a distancia do ponto Q (1,2,3)aoplano 7:x+y+z=3

Solucéo
Os coeficientes do plano séo:

o +byg +02g =, MO+ W@ +@@-3_ 3

d(Q,x) =|
Ja?+b% +c? V1% 417 +1° V3



14) Calcular a distancia entre os planos paralelos,
7, 2X+2y+22=10 e 7, X+y+z=3

Solucéo
Vamos selecionar um ponto Q do plano 7, :2x+2y+2z=10.
Como a equacdo do plano possui 2 graus de liberdade, seja,

Xx=1ley=0=22(1)+2(0)+2z=10=>z=4

Portanto, com o ponto Q (1, 0, 4) e o plano r, : X+ Yy +2z =3 tem-se,
a=b=c=1

d=3

xQ:1

yQ=O

zQ:4

aXq + by +CZg —d | OO+DO+D#H-3_ 2

|=
Ja?+b% +c? V1% +1% +1° J3

15) Determinar a equacéo do plano que contém o ponto (2, -1, 0) e é paralelo ao plano 7, :2x+y+z=7
Solucao

d(Q,7) =|

O plano paralelo 7, : ax + by + cz = d possui coeficientes proporcionais aos coeficientes do plano dado.
Vamos adotara=2,b=1ec=1 (poderiamos adotar a=10,b =5e c =5, razdo 5, por exemplo).

T, 2X+y+z=d

Para obtermos o valor do termo independente, d, basta substituir o ponto (2, -1, 0) na equacéo do plano
que se deseja, ou seja,

7w, 2X+y+z2=0d=2(2)+(-1)+(0)=d ..d =3
Logo, o plano paralelo possui a equagéo 7, : 2X+y+2z=3

16) Dados os pontos A (1, 2,0), B (-2, 3,0) e C (3, 1, 0), obter a equacao do plano que contém estes
pontos.

Solucéo
Considere a equacao do plano 7 :ax+by+cz =d onde se deseja determinar os coeficientes
a,b,ced.

Como o ponto A (1, 2, 0) pertence ao plano, tem-se,
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a(l)+b(2)+c(0)=d ..
a+2b=d

Como o ponto B (-2, 3, 0) também pertence ao plano, tem-se,
a(-2)+b(3)+c(0)=d ..

—2a+3b=d

O mesmo com o ponto (3, 1, 0),
a(3)+b@)+c(0)=d ..

3a+b=d

Observe que temos 3 equacgdes com 4 incdgnitas =» infinidade de solugdes para o sistema
a+2b+0c=d

—-2a+3b+0c=d
3a+b+0c=d

Note que o coeficiente ¢ pode ser qualquer valor real pois, nas 3 equacdes, o ¢ € multiplicado por
zero.
Assim, para c qualquer real,

a+2b=d
—-2a+3b=d
3a+b=d

Subtraindo-se a 12 equacdo da 22 , tem-se
3a-b=0

Subtraindo-se a 22 equacdo da 3% , tem-se
-5a+2b=0

Reduzimos ao sistema

3a-b=0
{— S5a+2b=0
Multiplicando-se a 12 equacéao por 2
6a—2b=0
{— 5a+2b=0
e somando com a 22 , tem-se, a = 0. Com a = 0 obtém-se b = 0 pois,

6(0)—2b=0=b=0
~50)+2b=0=b=0

Substituindo-se a = b =0 em qualquer uma das 3 equacodes

a+2b=d 0+2(0)=d=d =0
_2a+3b=d S /-20)+30)=d=d=0
3a+b=d 30)+(0)=d =d =0

Como o coeficiente ¢ é qualquer real e os coeficientesa=b =d =0,

21



m.ax+by+cz=d :>0x+0y+cz=0.'.z:9=0
C

O plano pedido é z=0 ou o plano xy.

Note que o valor de ¢ é qualquer real EXCETO o nulo pois se assim fosse, teriamos
rrax+by+cz=d = 0x+0y+0z=0

0 que n&o é a equacao do plano pois qualquer ponto do R* (ndo pertencente ao plano) satisfaz a
equacao,

0x+0y+0z=0 (??7?)

Por outro lado, cabe observar que os 3 pontos dados (propositalmente) pertencem ao plano z = 0.
Dai ndo ser surpresa encontrarmos para a equagao do plano, z =0 (plano xy)

16) Representar os pontos do plano 7 :3x+2y -5z =1 pelo vetor posi¢do T = xi + yj + zk
Solucéo

Na realidade queremos que a equacao do plano seja representada na sua forma paramétrica, ou
seja,

y=u 5
Portanto, o vetor posicao fica,

X=A _
{ L, 3+2u-1

r:zr+ﬂ]+—3“2“‘1|2

Como o grau de liberdade ¢ 2, os pontos do plano dado s&o representados pelo vetor posicao.

17) Empregando-se os conceitos sobre planos, discutir o sistema ( S ) de 3 equacdes e 3 incognitas,

ax+by+cz=d, plano z,
(S) <a,x+b,y+c,z=d, plano 7,
a;x+by+c,z=d, plano 7,

Uma solucédo de ( S) é um terno ordenado (X, Yy, z) de nUmeros reais que, substituidos no primeiro
membro de cada uma das 3 equacdes acima, torna-o igual ao segundo.

O sistema ('S ) pode ter:

- uma Unica solucdo (sistema determinado);

- uma infinidade de solugdes (sistema indeterminado);

- nenhuma solucéo (sistema impossivel);
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REGRA DE CRAMER

Seja o determinante formado pelos coeficientes do membro direito de cada uma das 3 equacoes (3

planos) dadas.

al bl Cl
A= la, b, ¢,
a3 b3 CS

d1 1 C, a 1 C, aQ 1
A= dz 2 Gyl s Ay = & 2 Gl A= &, 2
ds 3 Cs a, 3 G a, b3

Por outro lado, observe que nos 3 planos (ou equag6es) dados,

d, =a,x+by+c,z plano z,
(S) +d,=a,x+bh,y+c,z plano z,
d, =a,x+byy+c,z plano 7,

Portanto, substituindo-se os termos independentes em A, , tem-se

d b c¢| |ax+by+cz b, ¢
A,= d, b, c,|=lax+by+c,z b, ¢,
d, by ¢y |a;x+by+c,z b, ¢,

a,x b, ¢ |by b, ¢ |cz b, ¢
A, = [a,X b, ¢,|+|by b, c,|+|cC,z b, ¢,
aX b, ¢, [byy b, ¢, |c,z b, ¢,
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a1 bl Cl bl bl Cl Cl bl Cl
A, = X|a, b, c,|+Vy|b, b, c¢,|+z]|c, b, ¢,
a3 b3 CS b3 b3 CS CS b3 CS

Note que os dois Ultimos determinantes do membro direito sdo nulos pois possuem colunas idénticas.
Portanto,

al bl Cl A
A, = X|a, b, ¢,|+Yy(0)+z(0)=xA..x= AX
3 b3 C3

De forma anéloga, também as incognitas y e z do sistema ( S) sdo dadas pelas relagbes entre 0s
determinantes. Portanto, a solucdo do sistema ( S ) fica,

A Ay Az
X = , y:— e =
A A A

DISCUSSAO DA SOLUCAO DO SISTEMA (S)

1) Se o denominador A =0 asolucgdo é Unica, ou seja, 0s 3 planos se interceptam num so6 ponto do
R®. O sistema é determinado.

Exemplo:
X+y+z2=5 plano 7,
(S) <-2x+3y-z=-1 plano 7,
3X—-y+2z=4 plano 7,
1 1 1
A= |-2 3 -1=0
3 -1 2

2) Se odenominador A =0, pode ndo haver solucdo , ou seja, o sistema ( S) é impossivel.

Exemplo
X+y+z=5 plano 7,
(S) 2x+2y+2z=4 plano z,
3Xx+3y+3z=9 plano 7,

Observe que se dividirmos ambos os membros da equacdo do plano 7z, por 2 e do plano
7, por 3, tem-se

X+y+z=5 plano 7,
(S) x+y+z=2 plano 7,
X+y+2=3 plano 7,

Como a soma de 3 nimeros pode resultar em 3 valores diferentes. E impossivel. Veja que tanto
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o denominador A =0 como os numeradores A, =A, =A, =0

MUITA ATENCAO: R®POSSUI PECULIARIDADES DISTINTAS DO R E DO R?

Numa equacéo do primeiro grau, por exemplo,

0 x =0, tem-se uma infinidade de valores de x que satisfazem a igualdade. Assim, diz-se que

Ox=0=x :% é indeterminado pois possui uma infinidade de solugdes.

Num sistema de equacdes lineares com 2 incognitas, se o denominador A =0 e 0s
numeradores A, =A, =0 tem-se a forma

A, O A, 0 . N
X=—2*=— e y=—=— que resulta numa infinidade de solucdes
A O A 0
Exemplo:
X+y=5 retar,
(S) y 1
2x+2y =10 retar,
3 A, _ Ay A, 0 5
Reforcando, no caso do R” a forma x = A" A" A"0 pode resultar numa solugéo
impossivel, como foi mostrada no exemplo,
X+y+z2=5 plano 7z,
(S) <2x+2y+2z=4 plano 7,
3Xx+3y+3z=9 plano 7,
Os 3 planos sdo PARALELOS plano z, // planoz,// plano r,

3) Seodenominador A =0, pode haver uma infinidade de solucdes , ou seja, o sistema (S)é
indeterminado.

Exemplo:
X+y+z2=5 plano z,
(S) <2x+2y+2z=10 plano 7,
3x+3y+3z=15 plano 7,
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Note que os planos sdo coincidentes, pois as 3 equagdes se resumem numa Unica, isto €,
(S) x+y+z=5 plano 7z, = planor, = plano z,

Como o grau de liberdade é 2 (3 ingognitas — 1 equacdo = GL = 2), atribui-se, aleatoriamente um
valor para x e outro para y e calcule z. Dai obtem-se uma infinidade de solucdes.

18) Obter a equacdo do plano que contém o ponto (1, 2, 3) e é paralelo aos

vetores U =2 +] e V= j+K.

Solugéo

Observe que os vetores U e V formam um plano, cuja normal é a mesma do plano pedido pois sdo
paralelos, por hipotese. Portanto,

i
N=UxV=2 1 =i -2j+2k =(a,b,c)
0 1

= o xi

A equacéo do plano que se deseja fica,

ax+by+cz=d
X-2y+2z=d
Para se calcular d, substitui-se as coordenadas do ponto dado (1, 2, 3) na equacgéo do plano, ou seja,

(1)-2(2)+2(3) =d =» d = 3. Portanto a equacdo do plano € x-2y+2z=3.

EQUACAO DA RETA NO R®

Primeiramente tem de se entender que a equacdo de uma reta é expressa pela intersecao de dois
planos.
Portanto é importante entender que a equacao da reta no R? na realidade teria de ser apresentada pelo par
de planos,

z=0 plano xy
Observe que a intersecdo entre estes dois plano resulta numa reta pertencente ao plano xy, representada,
na sua forma implicita, por

{ax+by+cz =d plano 7

ax + by =d plano xy
ou, na forma explicita, por

by =—-ax+d ..y= -% X +% =mx+Kk onde os coeficientes angular e linear sdodados, respectivamente, por

m=-2 ek:E
b b

No caso mais geral, considere 0s pontos A(X,,Y,Z,) € B(Xg,Yg,Zg) conhecidos. Seja P (x, y, z) um

ponto genérico da Unica reta que contém os pontos A e B. Portanto estes 3 pontos sdo COLINEARES
(possuem 0 mesmo suporte).

\VVamos construir 0s vetores
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U=AB=(Xg —Xa:Yg-YarZg=Zx) € V=AP=(X=XA,Y-Ya,Z=Z,)

Como U e Vv sdo colineares (o angulo entre eles ou é 0° ou 180°)

k
Xg-Xn Yg-Ya Zg-Zo|=0i +0j+0k =0
X-Xpa Y-Ya Z-Zp

—

Desenvolvendo o determinante,

[(yB 'yA)(Z'ZA)'(y'yA)(ZB _ZA)]T -
[(XB_XA)(Z_ZA)'(X'XA)(ZB'ZA)]]"' ou,

[(Xg = XA )Y -Ya) - (X-XA) (Y5 -Ya)IK =00 +0] +0k =0

Ve -Yad(@-22)-(Y-Ya)(Zg-2,) =0
(Xg =Xa)(Z-2,)-(X-X,)(Z5-2,)=0 ou,
(Xg =X )Y -Ya) - (X=X ) (Y5 -Ya) =0

(yB 'yA)Z'(ZB 'ZA) y= (yB 'yA)ZA '(ZB 'ZA) Ya
(Xg =Xa)Z-(Zg -Zp)X=(Xg -Xa)Zp —(Zg -Za)Xs OU,
(Xg =XA)Y-(Yg - Ya)X=(Xg - Xa)Ya - (Vg - Ya)Xa

Q. ythi=s,
P, X+r,2=5,
P; X+0Q3Y=5;

onde os valores dos 9 coeficientes s& conhecidos (lembre-se que p, =g, =1, =0)

Importante: as 3 relagdes abaixo, obtidas acima pelo produto vetorial (igualando-se a zero, pois 0s pontos
séo colineares), pode também ser obtida, diretamente, por semelhangca de triangulos.

(o Y)E-2)-0-Ya)ze -2,) 0= O Ya)_ (220)
(yB'yA) (ZB'ZA)
(Xg -Xa)(Z-2,)-(X-X)(2Z5-2,)=0= (x-X,) = 2-2)
(Xg-Xa) (Zg-Z4)
(Xs ~X )Y~ Y) - (X-X0)(Yg ~y) = 0= X8 _ 7Ya)
(XB-XA) (yB'yA)

Note que a 1% e a 22 implica na 3?2 . Por isso basta trabalharmos com 2 equagdes ou dois planos para
caracterizar uma reta no R’.

Entdo, pode-se escrever, para a equacdo da reta no R®, na chamada FORMA REDUZIDA.
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(X'XA) _ (y‘yA) _ (Z'ZA)
(XB'XA) (yB'yA) (ZB'ZA)

Observe ainda que estas igualdades podem ser colocadas na forma

(X-x,)  (Y-Ya) _ (z-2,)

= = =t onde
(XB-XA) (yB'yA) (ZB'ZA)

M:t:>x:xA+(xB-xA)t
(XB'XA)
(y'yA)
o=ty =Y, + (Ve -yt
(yB'yA) g ° 8
(Z'ZA)
= Atz = N
RN =7=72,+(25-2,)

é a EQUACAO DA RETA NE FORMA PARAMETRICA que também pode ser expressa por,

F=F,+ABt

sendo I =(X,Y,z) o vetor posigdo de qualquer ponto genérico do plano, ¥, =(X,,Y,,Z,) 0 vetor posicdo
do ponto A pertencente ao plano (conhecido), AB 0 veotr construido pelos vetores posicdo 1y e r,, ou
seja, AB = r, —r, (pontos A e B também conhecidos) e t o parametro tal que —oo <t <.

AB= ry — T, €0 vetor diretor da reta.
Lembre-se que a equagdo paramétrica no R? (ou no plano z = 0, ou no plano xy) é dada por,

(X-X,) _ (Y-Ya)
(XB 'XA) (yB 'yA)

=t onde

(X-X,)
2 TAT ¢ =X, + - t
Xo %) = X=X, +(Xg -X4)
(y'yA)
2 =t= Y=y, +(Yg - Yl
(yB'yA) g ° A

ou, na forma vetorial,

—_

r=r,+ABt (sendo, neste caso particular, todos os pontos tratados no plano xy)

Retas paralelas possuem 0os mesmos vetores diretores.

Exercicios de Fixacdo sobre Reta e Plano

1) Dados os pontos A (1, 2) e B (2,1) obter a equacdo da reta na forma paramétrica.
Solucéo
Observe que os pontos dados estdo no plano xy ou em z = 0, pois,
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A(L,2,0) eB(2 1,0)

Poratanto, o vetor diretor da reta no plano xy fica

B-A=(2-1,1-2)=(1,-1)

{x:xA+(xB X t=1+t
y:yA+(yB'yA)t:2_t

Pode-se verificar fazendo-se

X=X, +(Xg-X )t=1+t=1
t=0=> => ponto A (1, 2)
y:yA+(yB'yA)t:2_t:2

{x: Xy +(Xg =X t=1+1=2

t=1=> = ponto B (2, 1)

Y=Ya +(yB 'yA)t =2-1=1

Para obter outros pontos da reta basta atribuirmos valores para t e calcular (x, y). Lembre-se que neste
caso do R?, a equacéo paramétrica nos mostra 3 variaveis x, y e t e duas equacées. O grau de liberdade
é 1. Por isso que podemos atribuir um valor qualquer para a coordenada X, para entdo calcularmos t e
y. Uma outra maneira é atribuirmos um valor qualquer para y, e entdo calcularmos te x.. O
importante é termos em mente que o grau de liberdade é 1, repito.

2) Dada a reta no R? na forma paramétrica, obter o coeficiente angular (m) e o linear ou intercepto (k)
X=1+t
y=2-t

Solucéo

Vamos explicitar o pardmetro t na 12 equacao e substitui na 22 .

t=x-1

Portanto,

y=2-(x=1) ou y = -x +3 (retano R? naforma explicita)

Observe que a equacao paramétrica dada € a mesma obtida do exercicio anterior onde os pontos A (1, 2) e

B (2, 1) foram dados.

Pode-se verificar,

Ponto A, 2=-(1)+3=2 (aretacontém o ponto A)
PontoB 1=-(2)+3=1 (aretacontém o ponto B)

Logo o coeficiente angular € m = -1 (a reta forma um angulo de 135° com o eixo dos X)
e o intercepto é k = 3 (0 ponto (0, 3) € a intersecdo da reta com o eixo dos y)
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3) Dada a reta na forma ndo paramétrica,

y=x-10
r: eoplano 7:2x-y+3z=9
Z=—-X+1

obter o ponto de intersecdo (se existir) entre re z
Solugéo

A intersecdo ndo existira se a reta r for paralela ao plano 7.

A intersecao, se existir, sera um ponto (X, Yy, z) que pertenca tanto a r como ao . Quem vai nos dizer se
intercepta é se o sistema de equacdes de 3 equacbes e 3 incognitas possuir uma unica solucao, ou seja, 0
sistema tem de ser determinado.

y=x-10
Z=-X+1
2X—y+32=9

Vamos ordenar as equagdes,

x—y=10
X+z=1
2X—-y+32=9

Vamos explicitar x na 12 e substituir na 22 e na 3?2,

Xx=y+10=>
-9 -9
yre > V7! ~27=2.7=-1
2(y+10)—-y+3z=9 y+3z=-11

X+z=1 =2>?x+(-1)=1 ?x=2
X-y=102>2-y=10 =>y=-8

Portanto o ponto de intersecdo entre aretare o plano = é (2, -8, -1)

Verificagao:

=x-10 =2-10=-8
; y parax=2, r: y

zZ=-Xx+1 z=-2+1=-1

7:2Xx—y+3z=9 para(2,-8,-1), 7:2(2)—(-8)+3(-1)=9..9=9
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A verificacdo nos informa que os calculos estdo corretos.

4) Dada a reta na forma ndo parametrica,

|y=x-10
lz=-x+1

obter duas equacdes desta mesma reta na forma paramétrica.

Solucéo

a) Xx=t, por exemplo.

Xx=t
r:<y=t-10
z=-t+1

Pelo exercicio anterior, 0 ponto (2, -8, -1) satisfaz a equacéo da reta r dada. Por inspecdo, parat =2,

X=t=2
r.-<y=t-10=2-10=-8
Z=-t+1=-2+1=-1
Para outroa valores quaisquer de t, obteém-se quantos pontos se deseja da reta dada.

b) x=t+3, por exemplo

.{y:x—lo

Z=-X+1
r.<y=t+3-10 = r:qy=t-7
z=—(t+3)+1 z=-t-2

Pelo exercicio anterior, 0 ponto (2, -8, -1) satisfaz a equacédo da reta r dada. Por inspecdo, parat = -1,

X=t+3=-1+3=2
r-qy=t-7=-1-7=-8
z=-t-2=-(-)-2=-1

Para outroa valores quaisquer de t, obteém-se quantos pontos se deseja da reta dada.
Observe que existem inumeras maneiras de representarmos a mesma reta na forma paramétrica.
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4) Obter uma reta que pertenga ao plano 7:x+y+z=3

Solucéo

Basta obtermos dois ponto do plano e escrever a equacgdo da reta que contém esses dois pontos.
Como a equacdo do plano apresenta 2 graus de liberdade (3 variaveis e 1 equacdo),

Ponto A x=1ey=0=2z=2 o0uA(1,0,2)
PontoB x=0ey=0=>z=3 ouB (0,0, 3)

Assim, o vetor
B-A=(-1,0,1)

X=Xy +Xg - X )t Xx=1+(-Dt=1-t

y=Yat+(¥s-ya)ty=0+(0)t=0 ou,
Z=2,+(Zg-Z )t 2=2+Dt =2+t

Xx=1-t
y=0
7=2+t

Verificacdo:

Por inspecéo, para

x=1-t=1
t=0=>y=0 => ponto A (1, 0, 2)

2=2+t=2

x=1-1=0

t=1=>y=0 => ponto B (0, 0, 3)

z2=2+t=3

Xx=1-t
5) Dadaaretar:qy=0 eoplano z:x+y+z=3,achar o ponto de intersecdo entre r e 7

z2=2+t

Solucéo

Propositalmente usamos os resultados do exercicio anterior, ou seja, a reta r dada pertence ao
plano 7 também conhecido. Como no exercicio anterior a reta r pertence ao plano 7, o sistema de 3
equac0es e 3 incognitas é indeterminado pois admite uma infinidade de solugdes.

\VVamos representar a reta r na forma ndo parameétrica, ou seja,



r:x=1l-t-t=1-x=
2=2+1-X..X+2=3

Portanto,

r: e m:X+y+2=3
X+2=3

O sistema de equacg0es envolvendo-se r e 7 fica,

y=0
r<x+z=3
X+y+2=3

Note que existem inimeros pontos que pertencemar e a . Por exemplo,

Parax = 1 =» z = 2, todas as 3 equacdes sdo satisfeitas. Assim, o ponto (1, 0, 2) pertence a ambos, r e a

T .
Ja parax = -1 =» z =4, todas as 3 equacdes sdo satisfeitas. Assim, o ponto (-1, 0, 4) pertence a ambos, r e
ar.

Paraz =0 =» =3, todas as 3 equag0es sdo satisfeitas. Assim, o ponto (3, 0, 0) pertence aambos, rea r.
Logo a reta dada r pertence ao plano .

6) Dadooplano 7:3x+y-z=1
a) obter uma reta paralela a este plano.
b) Mostrar que o sistema de 3 equacdes e 3 incdgnitas envolvendo r e 7z é impossivel.

Solucao.

Para obter uma reta paralela ao plano dado, basta escolhermos um outro plano « que seja
paralelo a 7. Depois escolher dois pontos deste plano « e escrever a equagao da reta que 0s
contém. Certamente a reta obtida (que pertence & « ) sera paralela ao plano .

Seja o plano « dado por,

a:6x+2y—-22=10

Como o grau de liberdade é 2 (3 variaveis — 1 equacéo), por exemplo, parax=1ez=0=>y =2,
Assim, obtivemos o ponto P (1, 2, 0)

Por exemplo parax =0,y =0 =» z = -5 temos o ponto Q (0, 0, -5)

Certamente a reta que contém os pontos P e Q é paralela ao plano .

A equacdo da reta que contém P e Q, fica

X=Xp +(Xg -Xp)t . X=1+(-Dt=1-t

Fy=yYp+(Yq-Yp)t . y=2+(-2)t=2-2t
2=2p+(2q-Zp)t.2=0+ (-5t =-5t

Verificacao:
por inspecao,
Parat=0 = ponto P (1, 2, 0)
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por inspecao,
Parat=1=» ponto Q (0, 0, -5)

b)a intersecdo da reta r com o plano 7 :3x+Yy—z =1 € obtida resolvendo-se o sistema ( S ) de
equac0es lineares,

Xx=1-t
y=2-2t
Z=-ot
X+y-z=1

(S):

Substituindo-se X, y e z na 42 equacao, tem-se

3(1-t)+2-2t—(-5t)=1 =>0t=-4 =>t=Nao Existe =» sistema impossivel

Observe que as 3 primeiras equacdes sdo da reta r e a ultima do plano 7 . Neste plano néo existe
pontos de r.

7) Achar o ponto de intersecédo da reta r com o plano .

X=4+m X=2+h+2t

r:qy=3+2m 7:3y=-3-h-t

zZ=-2-3m z=1+3h-3t
Solucéo

Observe que a equacao paramétrica da reta r contém um so pardmetro (um grau de liberdade)
enquanto que na do plano z dois parametros (2 graus de liberdade).
O ponto de intersecdo é a solucdo do sistema ( S ') com 6 equagdes e 6 incognitas,

X=4+m
y=3+2m
z=-2-3m
ﬁ)zx:2+h+m
y=-3-h-t
z=1+3h-3t

Primeiramente vamos substituir as 3 primeiras equacoes (da reta r) nas 3 Gltimas (do plano )

44+m=2+h+2t h+2t—-m=2

3+2m=-3-h-t ou, sh+t+2m=-6

—2-3m=1+3h-3t 3h—3t+3m=-3

O sistema ( S) foi reduzido para 3 equagdes e 3 incognitas (aparentemente o grau de liberdade é
zZero).

12-22 =» t-3m=8

3(12) -3 > 3t-2m=3
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O sistema foi reduzido para 2 equagdes e 2 incdgnitas (aparentemente o grau de liberdade é zero).

{—3m=8 {—&+9m=—24

ou ou7m=-21 oum=-3.
gt-2m=3 gt-2m=3

Substituindo-se m = -3 nas 3 primeiras equacdes, obtém-se o ponto de intersecdo da reta r com o
plano 7, ou seja,

x=4-3=1;, y=3+2(-3)=-3; z=-2-3(-3)=7
Como o sistema foi determinado, a solugdo Unicaé (x,Y, z) =(1,-3,7)
8) Verificar se a reta r esta contida no plano =,

y=4x+1
r. eoplano 7:2x+y-3z=4

lz=2x-1
Solucdo
De uma forma grosseira, poderiamos extrair 2 pontos da reta r e substituirmos no plano = . Se a

equacao fosse satisfeita, a reta r pertenceria ao plano.
Como a equacdo da reta possui 1 grau de liberdade ( 3 varidveis — 2 equacdes), por exemplo,

x=1=>y=5e z=1, pontoA(1,5,1)
x=0=>y=1e z=-1, pontoB (0, 1, -1)

Substituindo-se o ponto A no plano, tem-se

7:2(1)+5-3=4 ou4 =4 =>» ponto A obtido da reta r, também pertence ao plano =
Substituindo-se o ponto B no plano, tem-se

7:2(0)+1-3(-1) =4 ou4 =4 => ponto B obtido da reta r, também pertence ao plano =

A solucdo classica é resolvermos o sistema de 3 equacg0es e 3 incognitas

y=4x+1
(S):qz=2x-1
2X+y—-3z=4

Como ja foi testado que a reta pertence ao plano 7, ndo sera surpresa se o sistema for
indeterminado, ou seja, admite uma infinidade de solucdes.

VVamos substituir a 12 e a 22 (pertencente a reta) na 32 (pertencente ao plano).

2X+4x+1-3(2x-1)=4 ou 0x =0 =>» infinidade de valores de x =» infinidade de solucdes
para o sistema ( S)

y=4x+1

9) Dadaareta r: { oy 1’ obter a reta ortogonal a r que contém a origem das coordenadas.
Z7=2x-
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Solucéo
Vamos extrair 2 pontos da reta r, ou seja,

x=1=>y=5e z=1, pontoA(1,5,1)
x=0=>y=1e z=-1, ponto B (0, 1, -1)

Com os pontos A e B der, o vetor B — A fica,

U=r,-r,=B—-A=(-1-4,-2) (vetor diretor da reta r)

Vamos buscar um outro vetor v (vetor diretor da reta ortogonal a reta r), tal que

(p.a,s). Logo,
UeV=(-1-4,-2)e(p,q,8)=—p—-49—-2s5=0 ou,
p+4q+2s=0

Como o grau de liberdade é 2 (3 variaveis — 1 equacéo),
Para p=2egq=0=» s= -1 = V=(p,q,s)=(2,0,-1)

Note que U eV =0 (verificado)

Como um dos pontos da reta é a origem O (0,0,0), e com o vetor V na direcdo ortogonal a reta r

dada, pode-se escrever a equacdo paramétrica da reta pedida, ou seja,

X=X, +pt..x=2t
retaortogonal :<y =y, +qt..y=0+0t=0
Z=75+St. z=0+(-Dt=-t

10) Dado o plano 7 :ax+by+cz =d analisar os seguintes casos:

a) m:.ax+by+cz=d sendo o coeficientec=0
) {ﬂ:ax+by+cz:d
a:2=0

Solucéo

a) Neste caso, ¢ sendo zero, qualquer valor de z satisfaz a equacao do plano, pois,
r.aXx+by+cz=d .. 7:ax+by+(0)z=d ..ax+by+(0)z=d
Note que o plano (onde ¢ =0)

7 :ax+by =d ndo pode conter pontos P do eixo dos z, isto é,



P(0,0,z) = z:a(0)+b(0)=d=0..0=d =0 impossivel
Portanto, ¢ sendo nulo, o eixo dos z € paralelo ao plano 7 :ax+by =d , cujo vetor normal

N = (a,b,c) = N = (a,b,0) situa-se num plano ortogonal ao eixo dos z (pois sua projecdo
neste eixo é nula)

Por analogia, b sendo nulo, o eixo dos y é paralelo ao plano 7 :ax+cz=d, cujo vetor
normal (vetor diretor) N = (a,b,c) = N = (a,0,¢) situa-se num plano ortogonal ao eixo dos y
(pois sua projecdo neste eixo € nula).

Por fim, a sendo nulo, o eixo dos x € paralelo ao plano 7 : by +cz =d, cujo vetor
normal N = (a,b,c) = N = (0,b,c) situa-se num plano ortogonal ao eixo dos x (pois sua
projecdo neste eixo é nula).

b) Note que este caso o conceito € inteiramente diferente pois temos a interse¢do de dois planos

na qual resulta numa reta r, na forma implicita, contida no plano xy ou z =0.
Assim,

cax+by+cz=d
{” oY = r:ax+by =d (reta na forma implicita, no plano z = 0)

a:2=0

Note que no plano xy (ou z = 0) o vetor normal a reta r possui componentes cartesianas a e b,
ouseja, N =(a,b).Enfatizando, o vetor N = (a,b) é ortogonal & reta r pertencente ao
plano xy. Por outro lado, o angulo que a normal forma com o eixo dos x &,

b
tana, =—.. a, =arc tan—
a a

A equacao da reta r pode ser explicitada,

r:ax+by=d..by=-ax+d .'.y:—%x+%.'.y=mx+k sendo,

m o coeficiente angular da reta iguala m = —% =tanea, .. a, =arc tan(-%)
e k o intercepto ou o coeficiente linear da reta ; ponto (0, k) onde a reta intercepta o eixo dos

a, b «
y. Note que tane, tana, = (_E)(_) =—1 0 que mostra que as retas r e a sua normal séo
a

ortogonais, como se sabe da trigonometria.

X=3+t

11) Dada a reta na forma paramétrica, r :<y =1-2t, determinar suas equa¢des reduzidas (ndo

zZ=-1+t

paramétricas) .
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Solucéo
Para obter as equagdes reduzidas da reta, basta eliminar o parametro t.

X=3+t=>t=x-3

riy=1-2t=t= 1_Ty Portanto, as equac¢6es reduzidas séo,

I=-1+t=>t=2+1

r-x—-3=——-—-=z+1 ou,
2

12) Dado o ponto P (5, 2, 3) e o plano 7 :2x+ y+z =3, determinar

a) as equacOes paramétricas da reta que passa por P e € perpendicular ao plano 7 ;
b) a projecdo ortogonal de P sobre o plano 7 ;

C) 0 ponto simétrico P de P em relacdo ao plano 7 ;

d) a distancia de P ao plano = .

Solucéo

a) Um dos vetores normais ao plano (existem inUmeros vetores normais) pode ser,
N = (a,b,c) = (2,1,0)
A direcdo da reta normal ao plano é a mesma da do vetor N = (a,b,c) = (2,1,1).
Portanto a reta normal ao plano = e que passa por P (5, 2, 3) é

X=Xp+at. . x=5+2t
reta ortogonal aoplanoz:qy =y, +bt. . y=2+t
Z=17,+cCt. . z=3+t

b)A intersecédo entre a reta que passa pelo ponto P com o plano 7, é o ponto Q. O ponto Q é a

projecédo ortogonal de P sobre o plano .
Para acharmos o ponto Q, basta resolvermos o sistema de equacdes (S ),

X=5+2t
y=2+t
(S):

z=3+t
2X+y+2=3 plano 7

Primeiramente o grau de liberdade é zero (4 varidveis — 4 equacdes)

Vamos substituir as 3 coordenadas da reta (3 primeiras equactes de (S ), na 42 equacéo (do
plano),

2(5+2t)+(2+t)+(3+t)=3
6t=-12 = t=-2

Com o valor de t = - 2, obtém-se,
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X=5+2(-2)=1,y=2+(-2)=0;z=3+(-2)=1
Portanto, a projecéo ortogonal de P sobre o plano 7z é o ponto Q (1,0, 1)
Seja Po ponto simétrico de P em relacdo ao plano .

O vetor G formado pelos pontos P e Q é 0 mesmo vetor Vv formado pelos pontos Q e P
Portanto,

i=Q-P=(@1-50-21-3)=v=P'-Q=(x-Ly-0,z-1)
X-=1=-4=2>x=-3, y=-2;,z-1=-2=>z=-1
Logo o ponto simetricoP (-3,-2,-1)

d) d=+Uel =+(-4)%+(-2)% +(-2)* =24 =2/6

13) Determinar o angulo que a reta que passa pelos por A (3, -1, 4) e B (1, 3, 2) forma com a sua

projecao sobre o plano xy.
Solucéo

A projecédo ortogonal de qualquer ponto P (X, y, z) sobre o plano xy é P (X, y, 0).
Portanto, as projecGes dos pontos A e B ficam,
A 3,-1,00) e B (1,30

O vetor diretor da reta que passa por A e B, fica,
U=B-A=(1-33+12-4)=(-2,4,-2)

Por outro lado, o vetor diretor da reta que passa por A e B, fica,
Vv=B'-A"=(1-33+10)=(-2,4,0)

Por definicdo, o angulo entre duas retas € dado por,

)+ (4)(4) + (~2)(0) V30

|=arccos——
6

0 = arc cos | =Y |~ arc cos| (=2)(=2
uv

(v24)(v20

14) Escrever a equacdo reduzida da reta que passa por A (1, 3, 5) e intercepta o eixo dos z
perpendicularmente.

Solucéao

Como a reta intercepta o eixo dos z perpendicularmente, ela é paralela ao pano xy.
Portanto, possui a mesma coordenada z = 5 do ponto A. Sendo qualquer ponto do eixo dos
z expresso por (0, 0, z), o ponto fica intersecdo é dado por B (0, 0, 5). Assim o vetor
diretor da reta que passa por A e B, fica,

U=B-A=(0-10-35-5)=(-1-3,0)

Na forma paramétrica,

X=X, +(-t..x=1-t
rqy=y,+(-3)t..y=3-3
z=2,+0)t..z=5
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X=1-t . t=1-X
rily=3-3t-t=-Y
Na forma reduzida, basta explicitarmos t. Assim, Z=9
3-y
1-x=—= = 3X
r: r: {y_ e
z2=5 £=

15) Encontrar as equacdes paramétricas da reta que contém o ponto P (3, 2,-1) e é

. . X=3 y=x-3
simultaneamente ortogonal as retas r: er,: :
y=-1 Z=-2Xx+3

Solucéao
Pela hipotese pode-se concluir que a reta pedida tem de ser ortogonal ao plano formado
pelas duas retas dadas. Em outras palavras, a reta pedida possui um vetor diretor paralelo

ao vetor normal ao plano que contém as duas retas.
VVamos selecionar dois pontos de cada reta.

3
reta rl:{X , AG-L5) eBE-L7)> U-B-A=(002)
y=-

=Xx-3
i) C(3,0,-3) e D(2,-1,-1) > V=D-C=(-1-12)
Z=-2X+3

=-2(-i +j)=2i —2] (vetor diretor do plano que, neste caso,

=2
Il
[
>
<l
Il
o =i
o
N N i

é o vetor diretor da reta pedida)
Como r(x,y,z)=r(t)=T, + Nt e, opontoP (3,2, -1), em termos dos componentes,

X=Xp+ N, t. . x=3+2t
riqy=ye+ Nt y=2-2t
z=7,+N,t..z=-1

Observag0es:

- veja que a reta r; € dada pela intersecdo do plano x = 3 (paralelo ao plano yz)
com o plano y = -1 (paralelo ao plano xz). Portanto a reta r; é paralela ao eixo dos z. Note que
0 vetor diretor desta reta G = B—- A=(0,0,2), é obtido acima;

- 0 determinante € calculado segundo a 22 linha pois esta contém 2 zeros;
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- 0 mesmo procedimento, deste exercicio, é adotado se as reta ry e r, forem reversas.
Retas reversas pertencem a dois planos paralelos e possuem diferentes vetores diretores.
Se duas retas pertencerem a dois planos paralelos e possuirem os mesmos vetores diretores,
elas serdo paralelas e ndo reversas.

PROVAS SIMULADAS

PROVA 1
1) Dadososplanos 7, :2x—y+z=1e r,:4Xx—-2y+2z =06, verificar se sdo paralelos.
Solucéo

. a, b
Para que sejam paralelos, —=

b _¢c _d
a‘2 b2 CZ d2

-1 1 1 <
=—=—%—, 0s planos séo paralelos.
-2 2 6

Como

NN

2) Dados os planos 7, :2x—-y+z=1e x, :4X—2y+2z =6, calcular seus vetores diretores.
Solugéo

O vetor diretor de um plano ax + by + ¢z = d, é dado por N = ai +bj +ck = (a,b,c)
Portanto,
N, =(2-11) e N, = (4,-2,2) = 2(2,-11) = 2N, o que demonstra que os planos s&o paralelos.

3) Dadosos planos 7, :2x-y+z=1e 7, :4X-2y+22=6.

a) Pode-se obter uma reta de 7z, que seja concorrente com uma reta de z,? Por qué?
N&o. Retas em planos paralelos ndo possuem ponto de intersecao.
b) Obter o vetor diretor de uma reta de 7, e arespectiva reta que contenha o ponto

A (0,0, 1) do mesmo plano.

Lembre-se que o ponto A pertence ao plano z,. Para obtermos um de seus infinitos
vetores diretores, basta selecionarmos um outro ponto do plano z, . Seja B (1, 1, 0) este ponto.
Assim, o vetor diretor U =B — A= (11,-1) . A respectiva reta é escrita por
r=(xyz)=r,+ut=(001)+@1L-1)t
c) Obter o vetor diretor de uma reta de 7, e a respectiva reta que contenha o ponto

C (1, 2, 3) do mesmo plano.

Da mesma forma do item anterior, seja D um outro ponto do plano z,, por exemplo,

D (0,0, 3).

Assim, o vetor diretor V= D —C = (-1,-2,0) . A respectiva reta € escrita por
r=(xyz)=r.+vt=(123)+(-1-2,0)t
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d) Com o vetor diretor da reta de 7, obter aretaem =, de forma que contenha o ponto

C (1,2, 3) do mesmo plano =, .

Observe que estamos impondo que o0s vetores diretores dos 2 planos paralelos sejam
idénticos, ou seja,
ui=@Q1-)=w
A reta do plano 7z, que possui o vetor diretor W idéntico ao vetor diretor U = (11,-1) de 7, e
que passa por C (1, 2, 3) fica,

r=(xyz)=r+wt=0123)+@LL-1)t

e)Comparar as retas dos itens b e c.

Observe que as retas dos itens b e ¢ pertencentes aos planos paralelos 7, e 7, possuem
vetores diretores distintos. Essas retas sdo reversas. N&o existe ponto de intersegao.

f) Comparar as retas dos itens b e d.

Observe que as retas dos itens b e d pertencentes aos planos paralelos 7, e 7, possuem
vetores diretores idénticos. Essas retas sdo paralelas. N&o existe ponto de intersecao.

4) Dados os planos paralelos, 7, :2x-y+z=1e 7, :4x—-2y+2z =6, calcular uma das
equacOes da reta normal a estes planos.

O vetor diretor dos 2 planos sdo 0s mesmos pois 0s planos sao paralelos. Este vetor também é o
diretor da reta normal aos 2 planos. Observe que
N = (a,b,c) = (2,—11) . Portanto, para se obter a equagao da reta normal basta selecionarmos um sé
ponto de passagem da reta, ponto este pertencente ou ao plano 7, ou ao plano z,. Considere, por
exemplo, o ponto D (0, 1, 4). de z,. A equacdo da reta normal aos planos fica,

F=(xy,2) =" +Nt=(014)+(2-11)t
5)Calcular a distancia entre os planos z, :2x—y+z=1e 7, :4x—-2y+22=6.

Antes de calcularmos a distancia entre os plano, vamos obter os 2 pontos de intersecao, I; e I, entre
a reta normal e cada um dos planos.

Ponto I;

X=0+2t. . x=2t

y=1-t

z=4+t

2x-y+z=1 (plano 7,)

(grau de liberdade = 4 variaveis — 4 equaces = 0)

(S)):
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Substituindo-se os valores de X, y € z na 4% equacdo, tem-se uma equacao para t.

2(2t)-(1-t)+4+t=1

6’[2—2.'.'[2—1
3

Portanto, as coordenadas de |4 sao,

1, 2
X=2t=2(-2)=-=
( 3)

3

1 4
—l-t=1+==—
y 3 3

7=ast=a-2-1
3

3

Ponto I,

X=0+2t. . x=2t

y=1-t . o N

4t (grau de liberdade = 4 variaveis — 4 equacdes = 0)
=4+

4X—-2y+22="6 (plano 7,)

(S;):

Substituindo-se os valores de X, y e z na 42 equagéo, tem-se uma equagao para t.
4(2t)-2(1-t)+2(4+1t)=6

12t:O.'.t:—£:0

12
Portanto, as coordenadas de |, séo,

x=2t=2(0)=0
y=1-t=1-0=1
z=4+t=4+0=4

Agora basta calcularmos a distancia D entre os pontos Il(—é,%,l—;) e 1,(0,14). Portanto,
2 4 11
D’=(0+>2)*+(1-2)*+(4--2)?
( 3) ( 3) ( 3)

D= [0+ 2 +a- 3 a1y
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6)Calcular o angulo entre os planos 7, : 2x—y+z=1e r, :4Xx-2y+22=6.

Podemaos aplicar o conceito de produto escalar,

|N1°N2|_ Nl.N

cosé = =|—Le—%|=|€,, *€,,| =1 pois os palnos sdo paralelos e, como consequéncia,
(NJ(N;) Ny N,

0S unitarios sdo idénticos. Portanto,

cosd =1= 6 = arccosl=0°(angulo entre os dois palnos dados)

PROVA 2

1) Calcular o valor de m de modo que as retas r; e r, sejam concorrentes (possuem um ponto de
intersecdo). Calcular o ponto de intersecéo | entre as duas retas.

=2X-5
rl:{y e rz:x—5:l:z+l
Z=-X+2 m

Solucéo

Para se impor o ponto de intersecdo, basta que o sistema de 4 equacdes e 4 incognitas X, y, z e m seja
determinado, ou seja, possua uma Unica solucao.

y=2X-5
Z=—-X+2
(S):yx-5=z+1
Y _x- 5

m

Note que pela 22 e 32 equagdes, obtém-se os valores de x e de z,

ZI=-X+2 Z=-X+2
(S): = =27+1=-3..2=-2
X—5=z+1 Z+1=x-5

Comz=-2, x=4

Pela 12 equacdo, comx =4 =» y = 3.

Comx =4ey =3, 0 valor de m é obtido pela 4 equacéo, ou seja,

l:x—5:>m:L:i:—3
m Xx-5 -1

O ponto de intersecdo é | (4, 3, -2)
2) Empregar o conceito de produto escalar para mostrar que
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cos(a — ) = cosa cos S + sena senf3

Solucéo

No circulo trigonométrico, construir o vetor G com os ponto O e A, formando um angulo o com
0 eixo Ox. Construir um outro vetor Vv .com os pontos O e B formando um angulo S com o eixo Ox.

Sendo 8 = a — £ o angulo entre os 2 vetores (cujos modulos € 1), cujos componentes s&o,
respectivamente, (cosa,sena) e (cos f,senp),

Portanto, pelo tratamento geomeétrico,
UeV =uvcosd = (1)(1)cosé = cos(a — f)

Por outro lado, pelo tratamento algébrico,
UeV=uV, +U,V, =C0Sx COS S +sena senfs

Logo, comparando-se as duas relacoes,

cos(« — ) = cosa CoS ff + sena senfs

3) Empregar o conceito de produto vetorial para mostrar que
sen(a — f) = sena cos f —senf cosa

Solucéo

No circulo trigonométrico, construir o vetor G com os ponto O e A, formando um angulo o com
0 eixo Ox. Construir um outro vetor Vv .com os pontos O e B formando um angulo £ com o eixo Ox.

Sendo € = a — £ o angulo entre os 2 vetores (cujos médulos é 1), cujos componentes séo,
respectivamente, (cosa,sena) e (cos f,senp),

Portanto, pelo tratamento geomeétrico,
| GxV |=uv send = (1)(1)send = sen(a — J)

Por outro lado, pelo tratamento algébrico,

i k
lxV =|cosB senf 0 = (senarcos 8 —senpf cosa)k
cosa sena O

onde,

| GxV |=| (sena cos S — senf COSa)IZ |=sena cos f —senp cosa
Logo, comparando-se as duas relacoes,
sen(a — ) = sena €os S + senf coS
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4) Determinar o valor de p para que seja de 30° o angulo entre as retas

Xze Y _
5

e r,:
71=2X-2 4

ly=nx+5 X=2 z
I r 3

Solucéo

VVamos construir os vetores diretores da reta ry e da reta r, selecionando-se um par de pontos de cada
uma.

retar;: A(@Q,n+50) e B(0,5-2)=2ui=B-A=(-1,-n,-2)
retar,; C(2,0,0) e D(6,53)= vVv=D-C=(4523

Pela definicdo, o cosseno do angulo entre duas retas é dado por,

UeV
cosd =|—|
uv

U=+/T el =/(-1)% +(-n)2 +(-2)? =Yn?+5
U=V eV =/(4)% +(5)? +(3)* =50
GoV = (—1)(4) + (=n)(5) + (~2)(3) = =5n —10 =>| G e V |= 5n + 10

3

cosd =cos30 =7

Substituindo-se,

V3 5n+10 3 25n*+100n+100 3 n®+4n+4

2 Js0Vniis 4 50(n*+5) 4 2(n”+5)

V3 5n+10 3 25n+100n+100 3 n*+4n+4

2 J50Jn?s5 4 50(n?+5) 4 2(n’+5)

2 2
S_hadntd 3 N tANtd . snti15-2n2+8n+8.-
4 2(n“+5) 2 (n“+5)

n>—-8n+7=0=n=1o0u 7

e =2X-3 -4 z+1
5) Verificar se as retas r, : y e I,:X= y-4_z+2 sdo concorrentes, paralelas ou
z=-Xx-10 3 -2
reversas.
Solucéo

Vamos resolver o sistema ( S ) de 3 equacdes e 3 incdgnitas,
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(S):qz=-x-10

Pela 12 e 3% equacOes podemos calcular x e y.
, y=2x-3 2x-y=3 [-2x+y=-3
(S"): y—4 .. LXx==7
X = X-y=-4 |3x-y=-4

Logo, y=2(-7)-3=-17

Parax = -7, a 22 equacdo fica,
z=-(-7)-10=-3

Por outro lado, pela equacéo da 22 reta,

[, o X :Z—+21 f2X =741 —2(=7) = (-3)+1

O sistema é impossivel. Portanto, ndo ha ponto de interse¢do, mou seja, as retas podem se

paralelas ou reversas. Basta calcularmos os vetores diretores de cada uma. Se forem proporcionais, as
retas serdo paralelas, caso contrario, serdo reversas. E deixado para o aluno verificar, sabendo-se que a

resposta €: as retas sdo reversas.
PROVA 3

1) Dadas as duas retas, achar o ponto de intersecéo |
n:r=(xy,2)=(001+@LL-1)t
r:r=(XYy,2)=0123)+(-1,-2,0)t

Caso ndo haja ponto de intersecdo, mostrar se sdo reversas ou paralelas

Solucéo
Para se achar o ponto I, basta resolvermos o sistema

X
y
z
(S):
X
y
z
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Pela 12 e 42 equac0es,

1 ~ . Lo x
t=1-t=> t= EOra, para este valor de t, a 3% e 62 equacOes tornam-se impossiveis pois z ndo pode

. . 1
ser simultaneamente igual a — e 3. As duas retas ou podem ser reversas ou paralelas.

Se os vetores diretores forem proporcionais, as retas serdo paralelas. Caso contrario, seréo reversas.
Assim, os vetores diretores v, e V, das retas dadas s&o,

rif=(xy,2)=(00)+@LL-)t =V, = (L1-1)
r2 . F = (X) y! Z) = (1)2,3) + (_1!_2!O)t = \72 = (_1’_2’0)
Observe que as duas retas saio REVERSAS pois,

1 1 -1

-1 -2 0

2) Dadas as duas retas, achar o ponto de intersecéo |

n:r=(xy,2)=(001)+@1LL-1)t
rnL:r=XVv,2)=023)+(-2,-2,2)t

Caso ndo haja ponto de interse¢do, mostrar se sdo reversas ou paralelas
Solugdo

Para se achar o ponto I, basta resolvermos o sistema

X
y
z
(S):
X
y
z

Pela 12 e 42 equac0es,

1 N . Lo x
t=1-2t=> t= §Ora, para este valor de t, a 3% e 62 equacBes tornam-se impossiveis pois z ndo pode

. . 2 11
ser simultaneamente igual a 3 e 3 As duas retas ou podem ser reversas ou paralelas.

Se os vetores diretores forem proporcionais, as retas serdo paralelas. Caso contrario, seréo reversas.
Assim, os vetores diretores V, e V, das retas dadas s&o,

rf=(xy,2)=(00)+LL-)t =V, = (L1-1)
I’z F = (X! ylz) = (1;213) + (_21_212)t = \72 = (_2’_2'2)
Observe que as duas retas séo PARALELAS pois,
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3) Sabe-se que as retas sdo paralelas.

n:r=(xy,2)=(001+@LL-1)t
rn:r=Xv,2)=023)+(-2,-22)t

Obter a equacéo do plano que passa por elas.
Solucao

Como sabemos, a equacdo de um plano pode ser obtida conhecendo-se 3 de seus pontos ndo
colineares. Portanto basta selecionarmos 2 pontos de uma das retas e o terceiro da outra. Com estes 3

pontos selecionados, constréi-se o vetor diretor N do plano dado pelo produto vetorial dos dois vetores

do plano formados pelos 3 pontos. Com N e um ponto de uma das duas retas, obtém-se a equagéo do
plano que contém as retas paralelas.

2 pontos da reta r;.

t=0=>A(0,0,1)

t=1= B(1,1,0)

1 ponto da reta r».

t=0=>C(1,2,3)

Com os pontos A e B, constroi-se o vetor
U=B-A=(1-1). Arespectiva reta € escrita por
Com os pontos A e C, constroi-se o vetor

V=C-A=(122).

Portanto, o vetor diretor do plano que se deseja é

i k
N=dx=[1 1 -1|=4i -3]+k
1 2 2

Logo, os coeficientes a, b, ¢ do plano, séo,
N =(a,b,c)=(4-31)=> r:ax+by+cz=d=> 7:4x-3y+z=d

Para determinarmos o coeficiente d, basta que se imponha que o plano passe por um dos
pontos ou A ou B ou C.

Ponto A(0,0, )= a(0)+b(0)+c(1)=d=>4)(0)+(-3)(0)+(1)(1)=d =>d=1
Assim, a equacdo do plano que contém as duas retas paralelas é
mr:4x-3y+z=1

Observacdo: Nao existe plano que contenha retas reversas!
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4) Representar a equacdo do plano 7 :4x -3y + z =1 na sua forma paramétrica.

Solucéo

Basta obtermos dois vetores diretores de duas retas concorrentes do plano. Os pontos ndo podem

ser colineares.
A(0,0,1)
B(1,1,0)
C(1,2,3)

Com os pontos A e B, constrdi-se o vetor diretor

i=B-A=(11-1).
Com os pontos A e C, constroi-se outro vetor diretor

Vv=C-A=(122).
A equacdo paramétrica do plano fica,
m:T=(Xyz)=r,+A0+uV ou,

X=0+A4+pu=4+u
Ty =0+A+2u=41+2u
2=1-A+2u=1-1+2u

X=A+u=0
Notequepara A=pu=0=>7:iy=4+2u4=0 = ponto A(0,0,1)
z2=1-A+2u=1
X=A+pu=1
A=0u=1=>r:iy=A+2u=2 = pontoC(0,0,1)
z2=1-A+2u=3
X=A+pu=1
A=Lu=0=rx:iy=A+2u=1 = ponto B(1,1,0)
z2=1-41+2u=0

Uma infinidade de pontos do plano pode ser obtida bastando atribuir valores para os
parametros A e u , como foi feito para os pontos A, B e C.
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