OPERADORES DIFERENCIAIS PARA ENGENHEIROS

Na década de sessenta havia poucas instituicbes de ensino no pais,
principalmente na area da Engenharia. Os alunos, ao prestarem o vestibular, traziam um
forte conhecimento em Matematica, inclusive aptos a resolver problemas de Limites e
de Derivada. Naquela época, a relagdo numero de candidatos por vagas e por instituicdo
era em torno de dez. Ao contrério do que ocorre em nossos dias, 0 numero de vagas era
de, aproximadamente, trezentos por instituicdo. Os poucos alunos que entravam para a
Engenharia ndo encontravam dificuldades nas disciplinas de Fisica | (Mecénica e
Calor), Calculo I (Calculo Integral), Desenho, Descritiva, etc.

Hoje, nos exames de vestibular para a Engenharia, foram abolidos da
Matematica os topicos relativos a Limites e Derivadas, fundamentais para a Fisica I,
cujo programa continua exatamente o mesmo de décadas passadas. Desmotivados, 0s
alunos abandonam os primeiros periodos do curso, pois, de uma forma geral, seus
conhecimentos provenientes do Ensino Médio, deixam muito a desejar.

Um ponto fundamental a destacar é quanto ao contetdo da Matematica trazido
para os primeiros periodos da Engenharia. Aprende-se as fungdes reta, parabola,
exponencial, logaritmica, etc. no plano cartesiano R% Causa um grande impacto ao se
perguntar o que representa a coordenada x igual & dois. No R?, a abscissa e, no espaco
R®, um plano paralelo ao plano yz.

Este trabalho apresenta, de forma clara e objetiva, os operadores diferenciais e
suas respectivas aplicagdes na Engenharia. Os exercicios de fixa¢ao sdo desenvolvidos,
detalhadamente, a cada conceito apresentado. As respostas dos exercicios propostos
aparecem no final do capitulo.

O primeiro operador a ser tratado neste trabalho é a Derivada de Funcgdes
Vetoriais no R? e no R®. Para o bom entendimento do contelido apresentado, o aluno
devera ter os conhecimentos necessarios sobre limites e derivadas de funcGes escalares,
bem como nocdo de grandezas vetoriais.

Noc0es sobre sistemas de coordenadas curvilineas ortogonais sdo apresentadas.

O gradiente, divergente e rotacional sdo desenvolvidos de forma detalhada, para
os sistemas de coordenadas cartesiano, cilindrico e esferico....
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1.DERIVADAS DE FUNCOES VETORIAIS NO R E R®

Para o bom entendimento do conteudo apresentado, o aluno devera ter os
conhecimentos necessarios sobre limites e derivadas de fungdes escalares, bem como,
nocao de grandezas vetoriais.

Inicialmente, considere o vetor V representado por V =V G sendo V o seu médulo ou intensidade e
U 0 seu unitario, conforme a figura abaixo

<

Ur

Um vetor pode variar tanto pelo seu médulo quanto pela sua direcéo ou suporte.
Na figura acima, por exemplo, os vetores i, J,k e li sdo distintos embora possuam os
mesmos madulos (s&0 versores ou vetores unitérios). Por outro lado, os vetores Ve U
sdo distintos embora possuam as mesmas dire¢des. Assim, no caso geral, um vetor

pode variar por essas duas caracteristicas: variagdo do modulo e variagdo da direcao.
Portanto, cabe a diferencial do produto, como se segue,

d[V]=d[Vi]=dV i + V di

No caso do vetor possuir modulo constante, a sua diferencial fica,
d[V]=d[VU] =V du (poisdV é zero)

J& se 0o médulo V variar e o unitario for constante,
d[V]=d[Vi]=dV U (poisdu é zero)

Uma das consequéncias do desenvolvimento acima, se aplica a um vetor A,
cujo modulo seja constante. Pela definicao de produto escalar,



Ae A =(A)A)cos0= (A)(A)(1) = A?

d[A e A] =d[A?]=0 (pois A2 é constante, por hipotese)
A diferencial do produto fica,
d[AeA]l=AedA+dAeA=0

Como o produto escalar de dois vetores € comutativo,
AedA=dAeA ..

AedA+AedA=0..

2AedA=0..

AedA=0= A LdA (AedA sioortogonais)

Atencao : A e dA sdo ortogonais somente se 0 médulo do vetor A for constante.

Exercicio de Fixacao

a)Dado o vetor no plano R?, A=5cosé i +5send j,
a) Mostrar que o seu modulo A é constante (independe do angulo 8);

b) Calcular o produto escalar entre os vetores Ae dA
¢) O resultado do item anterior surpreendeu? Por qué?

Solucéo
a) Ae A= A% =(5c0s60 i +55end j) e (5c0s0 i +5send j) .-
Ae A= A2 =25(cosd i +5end)e(cosd i +send) ..

Ae A= A? =25(cos® 6 + sen’d) = 25 . A=5 = constante

b)A=5(cos@ i +send j) = dA=>5[d(cosd i) +d(send j)]..

dA =5[d(cosd)i +d(send)j]=5[-send d& i +cosd dé |] ..

dA =5d6[-send i +cosé |]

Portanto,

AedA=[5(cosd i +send j)e5dO[-send i +cosd j]..

Ae dA = 25d9[-sendcosd + sendcos &) = 25d 6[0] = 0.

c)Note que o produto escalar A e dA nulo, ndo foi surpresa alguma pois o
médulo do vetor A foi calculado resultando em| A= A =5 (constante para
qualquer angulo 6). Logo, A L dA



1.1-Interpretacdo Geométrica da Diferencial do Vetor Posicéo

Dada a curva C no espaco (curva no R®) e seja F(t) = x(t)i + y(t)] + z(t)k o
vetor posicao onde, para cada valor do parametro t, obtém-se as coordenadas x (t), y (t)
e z (t) e, consequentemente, o ponto P, mostrado na figura (a) abaixo .

z z
z(t) curva C

curvaC

] y(t)

. y Oy .y
x(t .
¥ a)Pontono R* dado por F(t) b)Vetor secante PQ = AT

Na figura (b) acima, considere a variacédo (finita) do vetor posicdo r(t) expressa por
@ = AF(t). Na figura (c) abaixo, o ponto Q se aproxima do ponto P (fixo) onde,
evidentemente, |PQ’|<|PQ].

Para se obter a diferencial do vetor posicao (vetor dF(t)) o ponto Q se aproxima,
indefinidamente, sobre a curva C de modo que Ar(t) — 0, como é mostrado na figura
(d) abaixo. Portanto, dr(t)=Ar(t) >0

z curvaC

i y /
c)Vetor secante PQ" = Ar d)Vetor dF, tangente & curva C no ponto P

Propositalmente nas figuras acima o vetor diferencial dr é tdo pequeno quanto se
deseja. Note que é impossivel representa-lo teoricamente. Ja o vetor AF representa uma
variacdo finita. Possivel de representa-lo.



Exercicios de Fixacdo

1) Dado o vetor posicdo no plano R? da curva F(t) =ti +t*]j, calcular o vetor tangente

a essa curva, no ponto (2,4).
Solucéo

Primeiramente, deve-se observar que:
r)=xi+yj=ti+t°] = . ) )

y =t“ = x“(acurva é uma pardbolaondea=1,b=c=0)
Diz-se que F(t)=ti +t?] é a parabola dada na forma paramétrica (o0 parametro é t).
Note que o grau de liberdade ¢ 1, pois para cada valor do parametro t, as coordenadas x
e y da parabola, sdo obtidas.
Outro ponto a considerar é o0 vetor m O numerador dr é o vetor tangente a curva
(parébola, no caso deste exemplo). Como o denominador dt € uma grandeza escalar, o

r . . X : . ~

vetor %tambem sera tangente a curva (o sentido deste vetor € 0 mesmo de dr ).

Portanto, V = % = %(t i+t?])=i+2t] (V étangentea parabola)
No ponto (2,4),
V=i+22)] =i+4] (Vétangentea pardbolaem x =t =2), conforme é observado

nas figuras subsequentes.

Parabolaf(t) =t i +t?j ou

y y = X2 Vetor V() =i+4]
* Ya tangente & parabola no ponto P
4 P
4 P
r(2
r(2
@) 2 =X >
OP=F(2) =21 +4j O 2 X

OP =F(2) =21 +4j



2) Dado o vetor posicdo no plano R? da curva F(6) = p(coséi +send j), calcular

0 vetor tangente a essa curva, no ponto P(X,y) = P(%,g) .
Solucdo

Primeiramente, deve-se observar que:

X = pcosé

y = psend

Para o raio p constante, tem-se a varidvel & como parametro. Como o grau de
liberdade € 1, a curva, no caso, é a circunferéncia de raio

F(e):xf+yT:p(cosef+sen¢9)i:>{

p constante.
X = pCosé x> = p?cos’ @ . .
{ r = r = X’ +y? = p*(cos® @ + sen’d) = p’ (equacio de uma circunferéncia
y=psend y® = p*sen’d

de raio p. O leitor tem usado esta equacdo no estudo do circulo trigonométrico. Neste caso, o raio
X = pcosé = (L)cosd =cosé (eixo horizontal)

y = psend = (1)send = send (eixo vertical)

Assim, um ponto no chamado circulo trigonométrico é dadopor p=1 e 0< 6 < 27.

Ja para um ponto qualquer do plano R? basta conhecermos o raio p € 0< 6 < 27.

As coordenadas de um ponto do plano R? sdo chamadas de COORDENADAS POLARES

p € unitario ou seja, {

X = pcosé (eixo horizontal)

(p,0) ou pelas respectivas CORDENADAS CARTESIANAS . .
y = psend (eixo vertical)

A

v

i)Ponto P em Coordenadas Polares P(p,6)
Ponto P em Coordenadas Cartesianas P(X, y)



Dado o ponto em coordenadas polares (p, ), as coordenadas cartesianas correspondentes ficam,

X = p cosé
y = psend
Por outro lado, dado o ponto em coordenadas cartesianas (X, y), as coordenadas polares correspondentes fic
cosé =X
{p ) = p? (C0s’0 +3en’0) = X* +y* = p=/x* +y?
psend=y

y y 1y

s lg==—=0= arctg— ou, €=tg
X

P C0SH =X psen@ Y.
psen¢9=y pCOS@ X

(ver figura (i) acima)

Com o vetor posicdo F(8) = p(cos@i +send j) obtém-se o vetor tangente a
circunferéncia,

d d = d = nd -
—(r(0) = p[——(cosé )i +—(send) j]= p[-sendi +cosb
d9(() p[dg( ) de( ) 11=pl il
Como as coordenadas do ponto sdo cartesianas, para se obter
as coordenadas do mesmo ponto em coordenadas polares, escreve - se,

p= ey = ey 12
3
tgez%:%:ﬁzezarctgﬁztg‘l 3:%(0u60°)
2
Assim, o vetor tangente no ponto P(X,y) =P(p,0) = P(% \/25)5 P(l,%) fica,
V:—(r(H)) p[-sen@i +cosd j]1=D)[- sengl +cos% il= —§T+%7

(ver flgura (if) acima)



3) Dado o vetor posicéo, no plano R?, da curva F(t) = p(cos&i +send j), sendo
p(t)=5e(t) =3t, calcular vetor

dr A Vs
o no ponto onde o parametro t = 3
Solucéo

Note que o vetor posi¢do depende de pe @ e estes do pardmetro t. Portanto, tem-se

0 caso de fun(;c")es compostas.
dr

dé

dr _d_rd_@_ d(3t) ~ - =
o4 dt [p(-send i i +coso j)] = (3)(5)[-sen(3t)i + cos(3t) j] .-

—p—(cos&' i+send j) = p(-send i +cosd j)

Parat=",
3
dr
——(3)(5)[ sen(3—)| + cos(3— )j]—-15j
o 2T 2t dr(t)

4)Dado o vetor posicdo r(t)=e”i—e“j calcular —= ot emt=1.

d[F (t)] = [2e%7 — (-2)e'j]dt .~

drt) _ e oo

=2[e“i+e

praia CRURL |

Emt=1,

dr(@) 27 o

——==2[e‘1+e

i 4 il

5)Dado o vetor posicdo T(6) =cos36 i +sen3d |, calcular o vetor tangente unitario a

curva no ponto onde € = %
dar
Observacao: lembre-se que o vetor tangente unitario é calculado por T = g?

byl
F(0) = cos36 i +sen3d j ..

g; = d—(cosSH i+sen36 j) =—3sen36 i +3c0s30 j .

|—|2 _dr ﬂ—( 3sen30 i +3c0s36 j) e (~3sen36 i +3c0s30 ) ..

doé de
|g—; | = (—3sen36)* + (3cos36)? = 9(sen®30 + cos*36) =9 ..

dr
— 1=49=3
B

10



F(0) = c0s30 i +5en30 j ..

dr

—1]=49=3
r Vo

Portanto para @ = %

dr
T=-00 dg = %[—3sen36 i +3c0s30 j] = —senS(% )i+ cos3(%) i=-
I*I
Teste:
Observeque |T |=1pois,
T eT =(-sen36 i +cos36 j) e (—sen36 i +cos36 j) = sen?36 + cos?36 =1
6)Dado o vetor posicdo F(#) =cosé i +send |, calcular cada angulo €, se possivel,
de modo que o vetor tangente unitario a curva seja,
Ai+]
b)
Q)i
d)i—j
1 e ~

e)—(—i+

) ﬁ( )
N(i+1)

V2

1 = -
JRE— | j—
9) ﬁ( )]
F(0) =cosd i +send | :g—ng—g(coseTHene]) =-send i +cosd |
d? d? d? dr dr
= dg _d0 T 007 4 cosd

T= _ _
|7| \/( \/( df  Jsen?9+cos?o N1 d6
d(9 d(9 d<9 d(9

11



a)i+j=T =-sendi+cosd |

E impossivel obter o valor de @ pois

IT|=1%]71+j|=v2

b) j=T =-sen@i+cosf j=O0=2kz (k=0,+1,+2...)
cﬁzf:-sen¢97+c059]:H:-%+2k7z(k=0,i1,i2...)
d)i -

E impossivel obter o valor de @ pois

ITl=1#]i-]j|=v2

1 - - - - T
e)——(—-i+j)=T =-senfi+cosf j=>0=—+2kr(k=0,+1,£2...
)\/5( J) J 4 77( )
1 - =2 — rd - T
)——=(i+j)=T =-sen@i+cosf j=>0=-—+2kr(k=0,+1,+2...
)ﬁ( ) ] 1 ( )

g)%(T—]) =T =-sen0 i +c0s0 j = 07 + 2k +1) 7 (k=0,£1,42..)

1.2- Vetores Velocidade e Aceleracao

Seja F(t) = x(t)i + y(t) ] + z(t)k o vetor posicdo, x, y e z as coordenadas
cartesianas e t um parametro. Para obter pontos de r(t) é importante se ter a nogéo de
grau de liberdade que é definido pela diferenca entre o nimero de variaveis e o nimero
de equacdes. Neste caso tem-se duas variaveis, t e r(t), e uma equacdo resultando no
grau de liberdade um, ou seja, a cada valor de t, obtém-se valores para as coordenadas X,
y3e z de um determinado ponto no R®. O conjunto desses pontos forma uma curva no
R”.

Curva CnoR?

Zi

=,

90°

\

12



O vetor diferencial pode ser expresso, em coordenadas cartesianas, por,
dF (t) = [dx(t)i + y(t)] + z(t)k]dt

Como ja foi visto, o vetor dr é sempre tangente a curva ¥ = (t) e possui unidade de

comprimento.
A primeira derivada do vetor posicao, sendo t o tempo é, por defini¢do, o vetor
velocidade expresso por,

dr(t) _ dr(t)ﬁzvf

dt ds dt
sendo V 0 médulo do vetorV e ds o médulo do vetor df (t). Consequentemente, T é um vetor
unitério e tangente & curva C dada por r = (t)

V =

- . . - dr |, . .
Como dr e ds possuem as mesmas unidades de comprimento, T = & ¢ adimensional.
S

Por ser unitario, escreve-se

TeT =1

Logo,

d(TeT)=d(1)=0..2TedT =0=T LdT

A segunda derivada do vetor posicado é o vetor aceleracdo, dado por,

5 d’f d dr, dv() d

- d - d -
Twr Tala T a a D Ta T e MY

Note que o vetor aceleracdo a € representado por duas parcelas:

—

i) parcela correspondente ao vetor tangente a curva, i.e., c:j—tT :

) . : dT
i) Parcela correspondente ao vetor normal a curva, i.e., V Y

Por outro lado, sendo ds o médulo do vetor dr, aplicando-se a regra da cadeia na
segunda parcela escreve-se,

Vd_T: dl$:v2d_T:V2|dl|N
dt ds dt ds ds
sendo N o vetor unitario normal a curva F(t) e| (Z—-IS- | o inverso do raio de curvatura p,i.e.,

1_ | d_f|
p ds
Note que a dimensdo de p ¢é a mesma da diferencial ds, ou seja, de comprimento.

Como o vetor tangente unitario T é adimensional, a sua variacdo dT , por
consequéncia, também sera adimensional.

13



T df .
O vetor normal ?j— =| ?j— | N é chamado de vetor curvatura que sempre aponta para o
S S

centro de curvatura, devido as caracteristicas do vetor T tangente & curva, conforme a
figura abaixo.

Curva C, : concavidade para cima

z

0 y

X

Note na curva C; ,cuja concavidade é para cima, a variacao do vetor tangente a curva,
aponta para dentro. Imagine caminhando sobre a curva do ponto 1 para o 4. A sua mao

. . T
esquerda ficaré para dentro da curva C;. Dai o vetor (jj—tapontar para dentro da curva .

Ja na curva C; ,cuja concavidade é para baixo, a variacdo do vetor tangente a curva,
aponta para dentro. Imagine caminhando sobre a curva do ponto a para o ¢. Ao contrario
do caso anterior, a sua mao direita ficara para dentro da curva C,.

. T
Dai o vetor (jj_t apontar para dentro da curva Co.

Se num determinado ponto houver mudanca de concavidade, ((jj_-lt- =0 neste ponto.

14



Concavidade nula
(ponto de inflexdoem I)
dT

aT _5
dt

s
dT

N=dT
dt

Concavidade para cima
N=dr

dt Concavidade para baixo

1

Ao caminhar - se delaté 4 ou I, a sua mao esquerda fica
para dentro da curva.
De 4 ou | até 7, a sua méo direita fica para dentro da curva.

dT | s o
Lembre-se que em ambos 0s casos 0 vetor s é normal a curva e, como discutido,

voltado sempre para dentro da curva.
Evidentemente, o vetor normal unitario a curva pode ser obtido por,

_dT
io N __dt
IN| |di|
dt
Portanto,
gzmzi(\/f)zvd_erﬁN
dt dt dad p

Em coordenadas cartesianas, o inverso do raio de curvatura é dado por,

1 |[dT dT  dT d’x d?y d?z
p \ds ds ' ds ds®> ds* ds®

Como o parametro t é o tempo, os vetores velocidade e aceleracdo sdo dados, em
coordenadas cartesianas, por,

- dRt)  dx(t) - dy(t) - dz(t) - , - e M
V= it dt I+ it ]+ ™ k =u(t)i +v(t) ] +w(t)k _VT...(S)
5o av(t) _ du(t) ;  dv(t) Ty dw(t) - =ﬁr\i...(m2)

dt dt dt dt s



1.3- Raio de Curvatura no Plano R?

Na disciplina Resisténcia dos Materiais, 0 raio de curvatura da linha neutra, ou
da curva eléstica € proporcional ao Momento Fletor. A seguir, € mostrada a relacédo
entre o raio de curvatura e a segunda derivada de uma curva no plano R
Neste caso particular da curva no plano, o vetor posi¢édo é dado por,

F(t) =X +y(1) ]
Note que a ordenada Yy € relacionada a abscissa x pelo parametro t. Com isso pode - se
escrever que Yy = f(x) representa a equacao da curva no plano.

LY S I SRV
dx dx B

— - = = 1
|d_r|:mzﬁz d_r.d_r:(1+y'2)§_-_
dx  dx dx dx dx

Ainversa fica,

1
gy
ds
Derivando — se e sabendo que y' € uma funcdo de x,

d dX d ' -2 1 ' 3 1 o ' -3
— () =—[A+Yy?) 2]=-Z@A+y?) 2Q2y'y)=-y'y'A+Yy?) ?
dx ds” dx 2

dZF d dr d - Y " T
W_&(&)_&(' +Y)=Y"]
m:md_x_...regradacadeia
ds dx ds

O inverso do raio de curvatura é dado por

i— d_T.d_f—ld_f
P ds ds ds
Por outro lado,
dT _dT o
ds  dx ds
7 dr_drox

s dxds
dT d df dx, d?Fdx dF d ,dx
() = ()
dx dx dxds dx° ds dxdx ds
Logo,
dT dT dx d?F ,dx,, dxdf d  dx
= ()t ()

ds dxds dx® ds ds dx dx ds

Substituindo-se,
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dT drdx dx df d ,dx

s ds&&%”

dT " ' ] d dX

pei A+y ) j+A+y'?) 2 (l+y J)—(—)

d dx ot , , 9

—(—)——[(1+y N2]=-y'y" (1+y'?) 2.

dx ds

dT " r 2 ' 2 " r 2

P A+y' ) j+(L+y'?)? (I+y Dy 'y " (+y'?) ]

dT = - 1
E=[—y’y” Q+y ) 2J@+y ) 2T +{ly " @Q+y' D +y @Q+y 2 2~y 'y " Q+y'?) ]}J
dT " r 2 " r 2y\-1 ' 2 " 1 2\-217
P VA RS N I VAN ¢ RV RSN RV I

dT  dT - 1 - y'y" - y" y'iy" o
—=|—|N=—N=- I+ -

s o NN T Ty ey (1+y'2)2“
d_f:_ yiy” T+y,’(1+y’2)_y’2y

dS (l+yr2)2 (1+yr2)2

d_f yryn - yn _.’."

- i+
dS (1+yI2)2 (l+y!2)2

_dT dT _ (y'y)* (' _y"asy )
ds ds (1+y 2% A+y'H* @QA+y' D)t

y "”?2 y "n2
'E' (1+y'??® |E|_ (1+y'?°
1 = |y—|3....(inverso do raio de curvatura)
(L+y'?)?
Obs. Se y e x tiverem como dimensdo o comprimento, y ' = dy ¢ adimensional e
dx
, d dy . . . . , . N 1
y'"= X (d—). possui dimenséo do inverso do comprimento que € a mesma dimenséo de —
X dx yo)
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Exercicios de Fixacdo

1)Dado o vetor tangente unitario T = —sené i +coséd j sendo o angulo & uma
funcdo do pardmetro t (tempo, por exemplo), achar o vetor normal unitario

d[T]=d[-send i +cosd j]=(-cosd i —send j)do ..

ar _ —(cos@ isend j)

do
Como se trata de uma fungdo composta, ou seja 8 = 6(t),
G _dT _dT do = =de -
N = ——=—(cosd isend —:—Ht cosd isend
TRl i (o) i)
N—|E|—JN oN = \/[ O(t)(cosd i +send j)]e[-O(t)(cosO i +send j)] ..
N =|‘Z—I|— JO()[sen?0 + cos?0] =6 (t)(1) =6() .
LI .
Ao N __dt =_9(t)(cos.9'+Sen9]):—(cos€7+sen0])
N |dl| o(t)
dt
V4 V4 T, 1 V4 V4 V3
Para @ =-— = cos(-=) =cos(=) == e sen(-—=) =-sen(=) = ——
3> (3) (3) > (3) (3) >
Logo,
o 1e B 1. 43-
i=—[Si-"il=—2 0+ -]
2 2 2 2
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Exercicios Propostos 1.1

1) Dado o vetor posicdo F(t) =costi+sent j+t2k

a) justificar a assertiva que este vetor representa pontos de uma curva no R®

(espaco).
Observacdo: lembre-se do grau de liberdade que, em geral, é igual ao
namero de variaveis menos o nimero de equacdes.

b) obter a funcdo vetor tangente a curva (funcdo do parametro t).

c) obter afuncdo vetor tangente unitario (funcdo do parametro t).

d) calcular o valorde T emt :%.

2) No exercicio anterior,

. o 2
a)calcular o vetor diferencial dr no ponto t = —?7[.

b) obter a funcéo vetorial ddlt

¢) calcular o produto escalar, T e d(jl-t :

d) houve surpresa na resultado do item anterior? Por qué?

e) Discutir o sentido do vetor normal & curva %—Inum determinado ponto P
desta curva.

3) Dado o vetor diferencial dV (8) =[-sen @i +cos @ j+6%k]de,

coloca-lo na forma de uma diferencial exata.

Observacdo: lembre-se que um vetor constante pode ser representado por,
Com isso em mente esta se alertando que a constante escalar C, adotada
anteriormente (ver secdo 1.5), ndo procede quando a grandeza for vetorial.

#)Dadaacurva V(0) =01 + (6*-56 +6) j, no plano R
a)Calcular o vetor tangente & curvano R?, V (0) =0 i + (6% -50 + 6) jem
)0 =2
ii)g=3
5
o =—
) 2
b)Calcular o produto escalar entre os vetores [;—0\7(9) o] [;—0\7(6) lp_s]
c)qual o angulo entre os vetores [%\7(49) l,_,] e [:—0\7(0) l,_s1?

d) qual o angulo entre o vetor [%\7(9) |0 5] e oeixodos x?
2

e) qual o angulo entre o vetor [;—9\7(6) |9 <] € oeixodosy?
=2
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) qual o angulo entre o vetor [_HV (6)| s]eovetorW=i+j?
"2

e) Dar o grafico da curva V (8) =6 i + (0% -50 +6) j
Solucéo dos Exercicios Propostos 1.1

1)Dado o vetor posicdo F(t) =cost i +sent j+t?k

a) justificar a assertiva que este vetor representa pontos de uma curva no R®
(espaco).
Observacdo: lembre-se do grau de liberdade que, em geral, é igual ao
numero de variaveis menos o niumero de equagdes.
Uma curva no R® é gerada com uma equacao com um grau de liberdade.
As variaveis na equacgao acima sdo o vetor posi¢do r(t) e o parametro t.
Note que para cada t, as coordenadas x () = cost, y (t) =sente z (t) = t*
sdo calculadas, ou seja, um determinado ponto é obtido no R®.

b) obter a funcdo vetor tangente a curva (funcdo do parametro t).
Como ¢ destacado na teoria, o vetor diferencial dr(t)é tangente a curva

F(t)=cost i +sent j+t2k , para qualquer t. Como a diferencial dt é uma
grandeza escalar, a dire¢do do vetor di ) & é a mesma da do vetor

diferencial dr(t) (um vetor dividido por uma grandeza escalar ndo altera
a direcdo deste vetor). Portanto, o vetor tangente a curva fica,

V()= d;it) dt [costi+sent j+t°k]=—senti+cost j+ 2tk

c) obter afuncdo vetor tangente unitario (fungdo do pardmetro t).
Um vetor unitario é obtido pela divisdo do vetor pelo seu médulo. Portanto,

f:%@avzaﬂouﬂo:e%m7+mu]+mboe%m7+mu]+ﬁbg
V2 =sen’t +cos’ t +4t> =1+ 4t° -V =1+ 4t°
\7(t)=¥:%[cost7+sen tj+t%k]=—senti+cost j+2tk

_ V() —senti-+costj+2tk
T= =
Vv V1+4t2

d) calcular o valorde T emt :%.
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/A Y/ VAN
- —Sen— i +Ccos — 2(5)k
v g 1roos, i+2()

, ~i+7k
\/1+4(”)2 1tz
2

Note que

T ™ 3 " _1\2 2
TeT=T?=( |+7rk).( |+7rk):( 1) +(27r) 1

\/1+7r2 \/1+7r2 1+7

2)No exercicio anterior,
2

a)calcular o vetor diferencial dr no ponto t = 3

Note que 0 enunciado destaca a palavra ponto para um valor do parametro t. Isso
é perfeitamente valido pois com o valor de t obtém-se as 3 coordenadas X, y e z,
portanto, o tal ponto.

dr(t) _

V(t) = —q et i+cost j+2tk = dF(t) = (—sent i +cost j + 2tk )dt
Logo,
2r 27, - 27, = 27\~
d_’ —_—— )= |- _—— — 2 - k dt ...
r( 3) [-sen( 3)|+CO5( 3)J+( 3))

27 N3+ 1= 4Ar -
dr(——)=(—1i-=j——k)dt
=5 T-51-K)

b) obter a funcédo vetorial ddlt

Note que o vetor T foi obtido pela primeira derivada do vetor posicéo que é o

. ar
vetorV:d—r.'.f:!:d—E
dt % |dir|

dt

. dT : . .
Logicamente, o vetor o envolve a segunda derivada (relacionada a

concavidade da curva r(t).

Portanto,
. V(t) —senti-+cost ]+ 2tk
T = =

v V1+4t?
dT _ d —senti+cost j+2tk
dt  dt V1+ 4t2

calculando cada derivada separadamente, tem - se,
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Componente segundo o eixo dos X
—-sent ., vdu-—udv

V+az” VW

U =-sent = du = -cost dt

df

1 -2 4t
V=v1+4t? = dv==(1+4t?) 2(8t)dt = dt
2 V1+4t?

V2 = (W1+4t7)° =1+ 4t

(VI 4t )(-cost df) - (~sent ) ——

d[— sent ; vdu-—udv Niat

V1+4t2 v 1+ 4t2

— (v1+ 4t*)cost + 4t sent

d —sent . vdu — udv 0 A+ 4t Lt -

V1+4t? V2 1+ 48 a

_ 2
—( /1+4t2)cost+ 4t sent (1+4t%)cost + 4t sent

o] AL Y1+ 4t Jdt = J1+ 4t it -

V1+4t2 1+ 4t2 1+ 4t a
d . —sent . —(1+4t%)cost +4t sent
dt"1+4¢ J@+ 4ty

Componente segundo o eixo dos y
cost . vdu-—udv

V1+4t2 v
U =cost = du = -sent dt

V=+1l+4t? = dv= at dt
N1+ 4t?

v = (W1+4t%)° =1+4t°
— (W1+4t*)sent — 4t cost

df

cost . _vdu—udv p m]dt
V1+ 4t V2 1+ 4t°
d . cost . —(L+4t%)sent — 4t cost
dtVieat @A)
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Componente segundo o eixo dos z
2t vdu — udv
d = 5
V1+4t2 v
u=2t=du=2dt

V=+1+4t> = dv= At dt
N1+ 4t?

V2= (V14 4t7)% =1+ 4t

(W1t at?)(2) - 2140

q 2t _vdu—udv_[ A1+ 4t2 it -
V144t v2 1+ 4t? B
d. 2t . 2(1+4t%)-8t? 2

dtIrar Jasdty L4ty

._IL
Compondo o vetor ?j_t escreve - se,

E_E[—sent ]T+i[ cost ]J7+i[ 2t K

dt dt 14420 dt 14 dtJ1p4?

dT —(L+4t%)cost+4tsent. — (1+4t?)sent — 4t cost - 2 -
—= I+ ]+ k
dt J@+ a2y J@+ 42y J@+ a2y

¢) calcular o produto escalar, T e d; :

Lembre-se que

o 1 g - g
T :ﬁ[-sentl +cost j + 2tk]
(1+4t%)?

dT —(L+4t%)cost+4tsent. — (1+4t?)sent — 4t cost - 2 -
2 i + j+ k
dt J(@+ 4ty J(@+4t2)° J @+ 4ty
ar_ ;3{[—(1+ 4t?)cost + 4t sent]i +[—(L+ 4t?)sent — 4t cost] ] + 2k}
dt i

(1+4t2)?
Lembre - se que
— dT- 1 I - g i 2 0
T.E: T si[-senti +cost | +2tk] e [(—(1+ 4t")cost + 4t sent)i

(L+4t%)2 (L + 4t%)?
+ (—(L+ 4t?)sent — 4t cost) j + 2k}
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. z—: = s a0y [-sent cost + 4t*sentcost + 4t sent]+ cost[—(1+ 4t*)sent — 4t cost] + (2t)(2)
+

T o(jj_I - ﬁ[(ﬂ 4t*)sentcost — 4t sen’t] —[(1+ 4t*) costsent — 4t cos’ t] + 4t} .-.
+
T d-T- 1 2 2 2 2
.E:m[(u 4t°)sentcost — (1+ 4t°)sent cost — 4t(sent + cos“t) + 4t] ..
+
dT 1 ) ) 1
— =————[-4t(sen“t+cost) + 4t] = ——[4t+4t] =0
ot~ aracy JHa= eyt ]

d)houve surpresa na resultado do item anterior? Por qué?
Nao!

Como| T |=1para qualquer valor do parametrot,
TeT =T ||T |cosO=(1)(1)(1)=1 (constante)..
d - = d
—(TeT)=—(10)=0..
Olt( ) dt()
d - = = d = d - =
—(TeT)=Te— —(T)eT =0
OIt( eT) °dtU)+dt()°
Comoo produto escalarde dois vetores é comutativo, escreve - se,
- d = d .- =
Te— = o

dt(F ) dt(F )oT =
ar

dt
Dai ndo haver surpresa no resultado encontrado.

- od - -
2Te—(T)=0=>T L
cq(=0=
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Vejacomoéclaro:

Como o vetor Z—I é perpendicular ao vetor unitario T num determinado ponto

. \ N : dT | X
e este € tangente a curva ¥(t), conclui-se que o é normal & curva no ponto dado, como mostra a

figura abaixo.
Como|T | =1para qualquer valor do parametrot,
TeT o T||T |cosO=(1)(1)(1)=1 (constante)..

d - = d
—(TeT)=—(1)=0..

dtﬂ-) dt()

d - = = d = d= =
—(TeT)=Te—(T)+—(T)eT =0
dt(“ ) -dt( )+dt( )e
Comoo produto escalarde dois vetores € comutativo, escreve-se,
~d = d = =
Te—(T)=—(T)eT

°dtU) dt( JoT =
dT

dt
Dai ndo haver surpresa no resultado encontrado.

- d - -
2Te—(T)=0=>T L
.dt(r) =
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Curva C no Espago R®, T = T(t)

OP = F(t)...vetor posicio da curva C em P
T (t)...vetor tangente & curva C em P
N (t)...vetor normal & curva C em P

e) Discutir o sentido do vetor normal a curva ((jj_-lt-

Curva C, : concavidade para cima

z

Note na curva C; ,cuja concavidade é para cima, a variacao do vetor tangente a curva,
aponta para dentro. Imagine caminhando sobre a curva do ponto 1 para o 4. A sua mao

. . T
esquerda ficaré para dentro da curva C;. Dai o vetor (jj—tapontar para dentro da curva .

Ja na curva C; ,cuja concavidade é para baixo, a variacdo do vetor tangente a curva,
aponta para dentro. Imagine caminhando sobre a curva do ponto a para o ¢. Ao contrario
do caso anterior, a sua mao direita ficara para dentro da curva C,.
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Dai o vetor c(jj_'lt' apontar para dentro da curva C..

. ) T -
Se num determinado ponto houver mudanga de concavidade, ar =0 neste ponto.

Concavidade nula
(ponto de inflexdoem I)

7

Ll

Concavidade para cima ot
= dT
N=—
dt

Concavidade para baixo

1

Ao caminhar - se delaté 4 ou I, a sua mao esquerda fica
para dentro da curva.

De 4 ou |l até 7, a sua méo direita fica para dentro da curva.

dT |, X L
Lembre-se que em ambos 0s casos 0 vetor E € normal a curva e, como discutido,

voltado sempre para dentro da curva.
Evidentemente, o vetor normal unitario pode ser obtido por,

. a7

Fo N __dt_

INT - dT
dt

3)Dado o vetor diferencial dV (9) =[-sen @i +cos & j+6%k]do,
coloca-lo na forma de uma diferencial exata.

Observagéo: lembre-se que um vetor constante pode ser representado por,
Com isso em mente esta se alertando que a constante escalar C, adotada
anteriormente (ver secdo 1.5), ndo procede quando a grandeza for vetorial.

Cada parcela é colocada na forma de uma diferencial exata. Portanto,
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dV (0) =[-sen @i +cos O j + 6%k]do =
—send dé =d[cosH]
cosd dO =d[send]

03
0°d6 =d[—

[3]
Logo,

— — 34 —_
dV (6) =d[cos & i +sen9j+%k +CJou,

—_ — 34 —_ — —
dV (6) =d[cos & i +sen9j+%k+ai +bj+ck]ou,

dV (0) =d[(a+cosé) i+ (b+sen 9)]+(c+%3)|21

sendo a, b e c componentes constantes
Note pelo teste que

dV (0) = d[a]i +d[cos 6] i + d[b]j + d[sen 8] j + d[c]k + d[%s]lz

dV (0) =[0i —sen @i + 0] + cos 8] j + Ok + 6%k]d@ .-
dV (0) =[-sen @i + cos b + 6*k]d o

4)Dadaacurva V (0) =0 i + (6% -50 +6) j, no plano R
a)Calcular o vetor tangente a curvano R?, V() =0 i + (6% -50 + 6) jem

)0 =2

i) =3

5

e = > ]

Note queV (8) é o vetor posi¢cdo e & o parametro. A cada valor de 8 obtém - se as
coordenadas cartesianas do ponto, ou seja,

X=6 e y=6°-50+6

Como dV (8) é um vetor tangente & curva (ver interpretagdo geométrica da diferencial

do vetor posicdo), a sua derivada também sera tagente & curvaV (6). Portanto,

28



M:%[gh(ez-59+6)]]:T+(29—5)]

déo
i) para @ = 2:>dV(2) i+[2(2)-5lj=1-]

dée

dv(3) _- _T4
iparafd=3=>—= 90 =1+[2(3)— 5] =i+]

=5

dv ()
- _E 2 :—; E . —_>=—_- - -
|||)para0_2:>—d9 |+[2(2) 51j=i+0j=i

b)Calcular o produto escalar entre os vetores [;—9\7(0) lp_o]® [;-9\7(49) ly_s]
VO ,1o L VO] =G - D)e G+ §) = o1)- (o ) =1-1-0
c)qual o angulo entre os vetores [;_9\7(9) lo_] € [:—9\7(0) lp—s]?

[;—9\7 0)],_,] [;—0\7 0)],]=0= (f—ev 0)1,.,] L [;—9\7 (6) |,_.] (0s dois vetores sdo ortogonais)

d) qual o angulo entre o vetor [%\7(9) |075] e oeixodos x?
2

AeB
COSat = —=——
|AllB]
Seja
A=9V(0)| =T -JAHT =1
0 H% s
O vetor unitario do eixo dos x é 1.
Seja
B=i.|B|=|i|=1
AeB=iei=1
Por tanto,
AeB _ L
osa = AIB] =1= a =0= (osdois vetores Ae B s&o paralelos)

e) qual o angulo entre o vetor [;—9\7(0) |9 5] e oeixodosy?
=2
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AeB
COSe = ———

|AllB]
Seja
A=V AT =1

0 @)1 2 i AT

O vetor unitario do eixo dos y é j.
Seja
B=7j.|B|=|]|=1
AeB=iej=0
Por tanto

AeB P : S :
cosa = AIB] =0=a= 5 = (osdois vetores Ae B sdo ortogonais)

f) qual o &ngulo entre o vetor [;—0\7(0) |975] eovetorW=i+ j?
2

AeB
COSa = —=——
| Al B
Seja
A=V ()| =T AHTL
de o3
Seja
B=W =i+].|Bl=y(i+])e@+])="1+1=+2
AeB=ie(i+j)=iei+iej=1+0=1
|AllBI=(O(2)=+2
Por tanto,
= L@ = L a="= (os dois vetores Ae B formam um angulo de 45°)
|AIB| 2 4

e) Dar o grafico da curva V(€)= 6 i + (6> -50 +6) j
Lembre — se que V (6) é o vetor posicao que depende do parametro 6.
V(O)=6 +(6°-50+6)] =x(O)i +y(0)]
W)

T-_do (vetor tangente & curvaV (6), cujo médulo é unitério.
AV©) dV (9) |

N = d— (envolvea derivada segunda do vetor posicdoV (@) — caracteriza

a concavidade da curvaV (6).
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Vetor posicao V

y=60>-50+6

Parabola
(concavidade para cima e Unica)

o)
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dr(t)

4)Dado o vetor posicdo F(t)=e*i —e?] calcular —q &Mt =1

d[F (t)] =[2e%7 - (-2)e]]dt .-
@ — 2[e2t_" 72t_:]

I+e 7]
dt

Emt=1,

dr(l) 2? _2”.
—Z =2[e‘l +e
ot [ il

3)Dado o vetor posicdo T(6) =cos36 i +sen3d |, calcular o vetor tangente unitario

N VA
a curva no ponto onde 6 ==-.

Observagdo: lembre-se que o vetor tangente unitario é calculado por T = dg_

F(0) = c0s30 i +5en36 j ..

ar_ i(cos30 i +sen36 j) =—3sen36 i +3c0s36 j ..

dé dé
dr , dr dr - = - ~

| —|"=——eo—=(-3sen30 i +3co0s30 j) e (—3sen3d i +3cos30 j) ..
do de de

|g—; | = (—3sen36)” + (3c0s30)* = 9(sen’36 + cos*30) =9 ...

dr

o _Ja-3

135 Vo

F(0) =cos30 i +5sen30 j ..
dr

o Jo=3

155! N

Por tanto para 8 = %

dr
T--09 _ l[—3$,en36? T +3c0s30 1= —sen3(Z )i +cos3(Z) j=-]
|ﬂ | 3 3 3
do
Teste:

Observeque |T |=1pois,
T eT =(-sen30 i +cos30 j) e (—sen30 i +cos30 j) = sen?36 + cos?30 =1

5)Dado o vetor posicdo T(6) =cosé i +send j, calcular cada angulo @, se possivel,
de modo que o vetor tangente unitéario a curva seja,
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a)7+]

b)
Q)i
d)i—j
1 rg e
e)——(~i +
)ﬁ( )
(i +])
NA]
1 e -
g)ﬁ(l—l)
?(6):cosef+sen49]:%:;—H(cosefmene]):—sen497+0039]
d? dF dF dF dF
F_.do _ ___do do _dg _dr
dr \/( )7) \/() 7) Jsen*0+cos9 N1 do
de’ do de” do

a)i+j=T =-sendi+cosd |

E impossivel obter o valor de @ pois
IT|=1#[1+]|=2

b) j=T =-senfi+cosd j=0=2krx(k=0,+1+2..)

Q)i=T-= -senehcose]:9:-%+2k7z(k=o,i1¢2...)
d)i —j
E impossivel obter o valor de @ pois
IT|=1#]i-]l=+2

1 e = = e - T
) ——=(—=i+j)=T =-senfi+cosl j=>0=—+2kr(k=0,+1,£2...
)ﬁ( ) ] 1 ( )

f)%(7+])sf:-sen<97+0059]:>9z-%+2k7z(k:0,il,i2...)

9)%6—]) sf:-sen@?+cos@]:>9:%+(2k+1)7r(k=o,i1,i2...)

=—send i +cosd |
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4)Dado o vetor tangente unitario T = —sené i +cosé j sendo o angulo & uma
funcdo do parametro t (tempo, por exemplo), achar o vetor normal unitario
o dar
ﬁ:ﬂ: dt para 6 =—
AR
dt
d[T]=d[-send i +cos@ j]=(-cosd i —send j)do ..
df s e
— =—(cosé isend
q0 - )

Como se trata de uma fungdo composta, ou seja 8 = 6(t),
dT _dT do

— - e d@ . g 1
N = ——=—(cosd isend —:—6?t cosd isend
o de dt ( [ ), (t)( i ),

N—Id—I—JN oN = \/[ O(t)(cosd i +send j)]e[-O(t)(cosO i +send j)] ..

N=|d d— |= /0% (t)[sen’6 + cos?0] =2 (t)(1) =a(t) ..

dT
o N__dt :—ﬁ(t)(cosQ|+sen91):_(cosef+sen9])
N T o)
dt
4 T T 1 T T \/§
Para @ =-= = cos(-=) = cos(=) == e sen(-=) = —sen(=) = ———
5 = C0s(-3) (3)=3 -3) (3)=-
Logo,
f J3-
S A TR U
[ N==5 1)

7)Dado o vetor posicdo no R®, F(t) = x(t) i + y(t) j + z(t) k, onde
X(t) = p cos 6(t)
y(t) = psen O(t)
z(t) = z(1)
Calcular a diferencial dr no ponto (p,8,z) sendo
0 raio p = 2 = constante, o &ngulo #(t) = 3t, e a altura z =3 =constante
Observacdo:
As coordenadas (p, @, z) sdo denominadas de CILINDRICAS. A coordenada z € comum tanto
para as coordenadas cartesianas como para as cilindricas. Se z =0, as coordenadas cilindricas

séo denominadas de POLARES.
Note que o ponto foi dado em coordenadas cilindricas (p,8,z) = (2,3t,3)

O vetor posicdo em coordenadas cilindricas é dado por (ver figura abaixo)
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F=pcosdi+psend j+zk

Sendo p, i, j,k e z constantes,

df = pd[cosd]i + pd[send] j +d[zk] ..

df =—psenddé i+ pcosddd j+0

0=3t=de=3dt

No ponto (p =2,0 =3t,z=23),

dF =—(2) sen(3t) (3dt) i + (2) cos (3t) (3dt) J .-

dF =6[-sen(3t) i+cos(3t) j]dt

Note que ao variar o parametro t, tanto o vetor posi¢édo r(t) como
a diferencial dr(t), variam.

OF ~00 + 0P
rt)=p+12
p=xi +yj
Z=1k

7k & F(t)=Xi +Vj+zk

= 4 ;y
X = pcosé

Q y=psend
1=1

/ F(t) = pcosOi + psend j + zk
X

8)Determinar a derivada da fungdo implicita sen(x’y) = xy +5 no ponto (Xo,Yo)

d[sen(x*y)] =d[xy +5] .-
cos(x*y)d[x*y] = xdy + ydx
x2dy + 2xydx = xdy + ydx ..
[x* = x]dy =[y — 2xy]dx ..
dy y-2xy
X X —x
No ponto (x,, Y, ), a derivada fica,
Yo —2XoY,
X2 =X,

dy
& |(xo,yo) -
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2- SISTEMAS DE COORDENADAS

2.1- Sistemas de Coordenadas Curvilineas Ortogonais

Considere o sistema de coordenadas quaisquer representado pelo vetor posi¢do
F=x(£,¢%8) T+ Y&, &) +2(£,6°. &)k

E pela figura abaixo.

Z 53 52

Curva ou|Coordenada &°

é:l

Curva ou Coordenada &*

Observe que as trés coordenadas &', £2, £ sdo independentes. Pela interpretacéo
geomeétrica da diferencial do vetor posi¢éo, escreve-se

. or X . .
a = a—él...vetor tangente a curva ou cordenada &' pois 6£" € uma grandeza escalar.

. or X . .
a, = a—fz...vetor tangente a curva ou coordenada &£ pois &% é uma grandeza escalar.

. or X . .
a, = ——...vetor tangente a curva ou coordenada &° pois 6&° é uma grandeza escalar.
3 853

Sendo as coordenadas independentes, os vetores &,,4d, e &,, formam uma base, ndo

necessariamente ortogonal, para o espaco R®,
As dimensionais dos vetores base & ,a, e a,, dependem, respectivamente, das

dimensionais das coordenadas &', £2, £° respectivamente. Se, por exemplo, a

. . u . . or Lo .
coordenada &'tiver a dimenséo de comprimento, & = a—glsera adimensional. Por outro

. . A . ~ or ,
lado, se &* for adimensional, por exemplo, o0 dngulo em radianos, &, = o tera

dimensédo de comprimento.
Assim, ao expressar um vetor por seus componentes, deve-se ter em mente as

dimensdes de cada vetor da base 4&,,4, € a,.
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- . m, ... . N :
Por exemplo, se V for o vetor velocidade (—) e &, tiver dimensao de comprimento, o
S

L x 1 . s . x m
componente V' tera dimensdo de (=), pois V4, tera, forcosamente, dimenséo de (—).
S S

- : : . . « - . .m
Jase &, for adimensional, componente V' tera a mesma dimenséo de V , ou seja, (—) .
S

Observe que independentemente da dimenséo de &', £%0u &£°, o termo

o i r .. .y . « ,

adé' = %dé', 1 =1,2,3 possuird sempre a dimensao de comprimento.
Os respectivos vetores tangentes unitarios (adimensionais), ficam,

oar
o0 _& _ &

ar
o0 & &

|6r |a,| /d,e8,

0&?

é.3: aéig = é:g = ag
O 1&] (E;ea,
o0&
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Se 0 vetor V for expresso pela base ortonormal (adimensional) €,6,,6,, cada um de
seus componentes v*,v2,v®terd a mesma dimensdo de V , ou seja,

7 1=z 2= 3z

V =VE +VE, +V'E;.

Portanto, a base &,,4d,,d,sendo ortogonal e a base €,€,,€, ortonormal, escreve-se,

d,08,=3,08,=8,08,=0 66 =606 =606=0
g ed =a% € 06 =€, =€, 0¢; =1
52052:a22 €.XE, =&

3 ed —a% 8,6, = §,

8, = (8,)(2,)8; o6 =8,

a,Xxa, = (a,)(a,)e,

a;xa, = (a;)(a,)e,

2.1.1- Comprimento Infinitesimal de um Arco

O comprimento infinitesimal de cada arco sobre a respectiva coordenada, fica

_lor]

di* = aéld | |d§ a,d&

2_|0r] 2

di* ==51dé? d&? =a,d
= oF =| 6Zzl & =a,ds

0 L e 3

di*="—d de =ayd
o =| éggl & =ads

Ja o comprimento de um arco qualquer infinitesimal ds (ndo situado sobre uma
das coordenadas), fica,

r=r(.¢s¢)=
dr = gdé gdf +¥d§ ou
dr =&,d&t +&,d8% +a,de’
Sejads=|dr | =
ds’ =dF edF = (8, 0 &,)(d&")? +2(8, e 8,)dEE? +
2(8, »8,)dg'dS’ +2(a, » 8,)d7dS’ + (8, 0 8,)(dS”)" + (8, » &)(dS°)*
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ds® =dr e di = (a,d&")* + 2(d, » &,)d&'dE” +

2(8, # 8,)d&dE’ +2(8, # 8,)dSde” + (a,d&”)” +(a,dg”)’
Note que se o sistema for ortogonal,

g, ed,=a,3;,=38,3,=0..

ds? =dF e dF = (a,d&Y)* + (a,dE%)* + (a,dE%) .

ds = /(a,d&")’ + (a,d&”)” + (a,d¢®)’

2.1)

39



2.1.2- Elementos de Area e de Volume

Face localizada em
ded

ace localizadaem

Face localizada em

é;Z_I_dé;Z

0]
Face localizada em

Face localizada em 52
& Face localizada em
53
Ponto P localizadoem (&,,£,,&,)

§3+d§3

Vetores elementos de 4rea dS' (i =1,2,3) voltados para fora da superficie do elemento de volume.

Lembre-se que o elemento acima possui comprimentos infinitesimais.
Pela definicdo de produto vetorial, e sabendo-se que por convencao o vetor
elemento de area é sempre voltado para fora da superficie, escreve-se,
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= or L
d81§1 _5_53 d& x— d§2 =a,xa %dé&?
S Loge aFZ dé: A3 dés =§-2 a flﬂwldézdf:g =—d§l .
geagt 9f gt 6§ e &
d§2 :i dé:l or d§3:é'1xé>3| zdéldé:g
L 0&°, ¢
= or or =
ds? . L, =7 % dé&t =§3X§1| ., ,d&%dE = —dS? ,
£adt 0872 40 85 £2pa? grHde £
= or or
dS3 = d 2 ! = é Xa
53 aéz é: ag § 2 a1
3 or or =
ds? e x al, .d&de? =—ds? . (2.2)
R R Pl e :

Lembre-se que o elemento é um prisma obliquo e o seu volume é dado pelo produto
misto.

dV = (8,xd, &,) d&'d&2dE (2.3)
Note que & d&'i=1,2,3 possui unidade de comprimento. Logo,
CHES d&'d&! i, j=1,2,3 possui unidade de cmprimento ao quadrado e dV a unidade de

comprimento ao cubo.
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2.1.3- Gradiente de uma Grandeza Escalar

Seja (¢, £,,&,) uma fungéo escalar que depende das coordenadas de um determinado ponto P.
Por definicdo, o vetor gradiente de ¢ expresso por
. 1 =
gradp=Ve=Ilim,, ,,— | pAS
Av 61.5
onde OAS s&o as seis faces do elemento de volume AV = (a,x8, @ 8,)A5AEAS,,

conforme a figura abaixo.
Observe que a unidade do vetor V¢ é dada pela relagcdo da unidade de ¢ e do

comprimento. Por exemplo, se ¢ for a pressao ( 2)::;) , Vo tera a unidade de
forca - « , :
( ). O pseudo vetor V() possui dimenséo do inverso do comprimento.
volume
AS?
(@AST), .o
(¢)A§2) Sl
2,4 n82 : AS
&34 : (¢ )g,1+A§1
3 "
Z 2 g ,f”// N 51
A e g /
y e? Ag
(pAS"), 1A _
g & PAS?)| |
P - :
F(fl,ggz,ggs) ((/7AS )53
> X
— O — — — — — —
AS =[— (pAS* ASH — (pAS® AS? — (pAS® AS®
[0S =L (@aS], + (S, 1oL 0ASY) + (S0, TS, + (S, )
Pela série de Taylor,
S _ Qi _ 5(4’?A§') -
(pAS)], .~ (AS)], = o7 tlAf .i=1273
Portanto,
ol Q2 &
o |, g |, g |,
Logo,
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. 1 d(pAS?)
radp=Voe=Iim —|—
gradp=Vg AV Av[ o .

SASAE = 9(8,8,) (B A AL
PAS? = (/)§3X§1|.»;2 AGTAGT = ¢’(a3a1)éz|§2 ASTALT
¢A§3 — ¢§1X§2|§3A§2A§3 — ¢(a1a2)§3|§3A§2A§1

0(pAS?)
oE?

d(pAS®)

o8 AZ]

AE + AE® +

& &l

PAS* = pd,xa,

radp=Vo=Iim
grade Q AV—0 AY U 851 652 653

2.1.4- Divergente de uma Grandeza Vetorial

Define-se divergente de um vetor V

divV =V oV = lim,,_,—— [Veas
Av 0AS
onde OAS s&o as seis faces do elemento de volume AV = (&,xd, @ 8,)AEAEAE,

Note que a unidade de V eV é a unidade do vetor \V dividida por comprimento.

Como ja foi destacado, o pseudo vetor V() possui dimensao do inverso do
comprimento.

v .A§3)§3 A&
AS?
(V. )§2+A§2 : (\/.Agl)
E §1+A§1
g> 4
A 2 o g
y A A8 /
A 2 —
T N >
e AS )5 a, 1 AL
“ (V «AS?)
e Vs
» X

I\7 eAS=[-Ve Agl‘gl +Ve A§1‘51+A§1] +[-Ve A§2‘§2 +Ve A§2‘52+A§2]+ [V e A§3‘§3 +V e AS?

OAS

Pela série de Taylor,

43

§3+A§3

AEANEPNE Olp(a,)(a;)€ ] n dlp(a;)(a,)e,] n 8[(0(&1)(a2)§3]} (2.4)
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_ 9V eAS

= AE.i=123
:1 agl §

(VeaS

,—(Veas?)
.

5i+A

Portanto,
7 a1l 7 Q2
O 2aSY 1, OV 2457)
P) PE

N d(V ¢ AS®)

o A

j\70A§=

OAS

AE?

& & &

volume

Se V for o vetor velocidade, V e AS possuira unidade de .
tempo

7 ol
diw =V eV =lim,, ,— 2V 245)
AV oE |,

onde, na base ortonormal (adimensional),

7 Q2 7 a3
52

A&]

g

V = Vv'E + v?E, + v’E,
or |
08|

VeS|, =Vi(,)(@,)A8AE"

AEX AE* =V o d,x4,

SASAET =V 0 (8,)(8,)8, AS°AE? .

‘ ar1 AZX 6r3
& 0¢ .2 0¢7 |2

AE =V e d,x3,

- AEAE =V (a)(a)AEAE

. oF

‘53 8§1§3A§Xa§2§

ASASAL (OIVi(3,)(3)] |, Alvi(as)(a)] , 6[v3(a1)(a2)]} 25)
N 0&? OE* '

A&? =V e 8X8, |, AS'AL =V (a)(8,) AL AL

divV =VeV =lim,,
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2.1.5- Rotacional de uma Grandeza Vetorial
Considere a base 4,,a,d, ortogonal, define-se rotacional de um vetor V

- L 1 . .
rotV =VxV =Ilim — | ASxV
AV—0 A‘v’ J.

OAS
onde OAS séo as seis faces do elemento de volume AV = (8,xd, ® 8;)AEASE AL,

Note que a unidade de VxV é a unidade do vetor V dividida por comprimento.

Como jéa foi destacado, o pseudo vetor V() possui dimensdo do inverso do
comprimento.

(A§3x\7)§3 o
(AS?xV) |
AN | (AS'XV)
: §1+A§1
3 i
2 s /,/’/ . -
A NS
y /2’ A§3 ‘/
N 8 >
(AS xV)‘l a) _TAE
g a, =y
AS xV)L
-
F(§l1§21§3) (AS XV)§3
» X

[asw =[- A§1x\7‘§1 + A§1x\7‘§1ﬂ§1] +[- A§2XV‘§2 + A§2x\7‘§2ﬂ§2] +[- A§3x\7‘§3 +ASV| | ]

3, A 3
+A,
0AS S

Pela série de Taylor,

_ 8(A§‘_x\7)

1 AEL=12,3
g .

(ASV), a8k,

Portanto,
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d(AS™XV) . B(AS?xV)
1

. d(AS®xV)
0&?

IA§X\7 = 57

OAS

A& AE? AE?

& & &

volume

Se V for o vetor velocidade, ASXV possuira unidade de .
tempo

1 A(AS'xV)

A(AS* XV
AV —0 A‘v’[ 851 Aé:l +(—2)

; o¢
onde, na base ortonormal (adimensional),

-
AZ+ O(AS 3?<V)
p 0¢

rotV = vxV = lim AE%

53

1z 2z 3
V =V'€, +V°E, + V',
or or
0&° . 0&? £

AS*xV o= (a,)(a,)EX(V'E, + V76, + V&AL ALY = (a,)(a,)EX(V'E, + VZE, + V36,)AL3AL? .

AE3X AE*IXV = &,xa,

AS*xV o= [ . XVAERAE? .

AS*xV o= (a,)(a,)(V?E, — V%6,)AE3AE?
Permu tan do — se ciclicamente1,2,3,1,2. ....
AS2XV Lz = (a,)(a) (V%6 — V'E,) AE'A LS

AS3xV La = (a,)(a,)(V'6, — V?E)AE2A !

Portanto,
1A £2 4 £3 = o= AT o T I
rotV = vxV =lim, , AG Ac'A¢ [6(a2xafo)| + a(asxaéxV)| N a(aixaéxV)| 1=
AY of |, e |, e |,
1a £2 A £3 2~ 3=
OtV = VXV = lim,,_, 2645 A5 (Ol(@,)(@)VE ~VE)] |
AV PE
5[(a3)(a.l)(V3§1 _Vlés)] + 8[(a1)(a2)(v162 _Vzél)]} (2 6)
0E’ 0E° '
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2.2- Sistemas de Coordenadas Cartesianas

Os sistemas cartesiano, cilindrico e esférico, sdo casos particulares dos sistemas
curvilineos quaisquer, cujas coordenadas sdo &, ¢, e&,. Conforme as trés proximas

figuras, no cartesiano, x,y,z =¢&,¢&,,&,; no cilindrico, p,0,z=¢,&, & e no esférico,

R,9,0=¢,¢, ;.
%:z Planoy=Db Plano x —
Origem (0,0,0)
2=y (@b.c) K
/ P c Planoz=c
KA Q(a.b.0)
5 =T a * > & =X

F=ai +bj+ck

Um ponto P (a, b, c) representado em coordenadas cartesianas, por exemplo, é
caracterizado pela intersecdo entre trés planosx =a,y =bez=c. A origem O (0, 0, 0)
é o resultado da intersecdo entre os planos x =0,y =0e z =0, conforme a figura

acima.

1) Vetor Posicao

O vetor posicao de um ponto genérico (X, Y, z), em coordenadas cartesianas, € dado

por
F:x7+y]+zﬁ

Neste caso, conforme a figura anterior,

& =x
=y
£=1
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ii) Vetores Base

= =0 =S xR —g -

“ O ox '
or or

a = == =2 (Xi+Yyj+2zK) =6, =

=0 oy ay( yj+2k) =6, =]
é’r or < = T ™

a =—=—Xi+yj+zk) =€, =
“oF " a 62( yi+2zk) =¢,

O sistema de coordenadas cartesianas é ortonormal, pois,

al=a =|j|=1 e T
|#2| 2 |{| X6, =8 =ix =k
|a3|—313ﬁ:|#k|:1 6,X6, =6 = jxk =1
ded,=1e]=0 6,X6 =€, =kxi = ]
g ed,=iek=0 Note que ao escrever &€, = €,, para se obter os dois
d,ed;=jek=0 outros termos, basta permutar ciclicamente, 1,2,3,1,2...,
Um vetor V é expresso por, e i,j,k1.]
V =V + V%€, + Ve,

2.2.1- Comprimento de um elemento de arco

Pela relacdo (2.1), o comprimento de um elemento de arco ds, fica,

ds =/(a,d&")? + (8,0%)" + (8,0&°)” = (@)(dx)? + (D)dy)? + (1)(dz)? -
ds = /(dx)? + (dy)? + (dz)?

2.2.2- Elementos de Area e de VVolume

Os vetores elementos de area ficam,

d§1‘§1 - ésxézdffdéz‘ = Ex]dzdy\ — —dydz|T

~1 _ _ - _ e
ds g = = jxkdzdyX+dX =dydzi
dS?| =axadé o= xkdxdz‘ =— dedz‘y = —dxdz J
y
_’2 —_ —_ _ — _ -
£ oag? =a,xa,deldst g = kxi dzdxy+dy =dxdz j
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ds?

o= *2X§1|§3 d&ldet = fxf‘zdydx = —kdxdy

3

§3+d§3

Pela relacdo (2.3), o elemento de volume fica,

dv = (8,xa, * &,) d£'dE2dE° = (%] o k)dxdydz = dxdydz

2.2.3- Vetor Gradiente

Pela relacéo (2.4),

gradp=Ve=lim,, , AflAszgs ;a[(P(az)(as)él] n e(as)(a)E,] n e(a,)(a,)e]

= 88, . e = Txﬂz+dz dydx = kdxdy

AY 5 &

radp=Vo=Ilim — =i+ j+—=kK]..
g @ @ Av—>0Av[aX J pe ]

oy

V¢:§27+§£T+§QE
OX oy oz

2.2.4- Divergente de uma Grandeza Vetorial

Pela relacéo (2.5),

divwW =V eV =lim

o&?

ol

AV—0 AV L aé:l
divv =V eV =lim,, M[ﬁ_u +@ +@]
AXAyAzZ "OX oy Oz

diw —vey =M NV W

ox oy oz

ASALTAL (O[V'(a,)(3,)] , Alvi(as)(@)] | alv*(a)(@,)]; .
PY -

}
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2.2.5- Rotacional de uma Grandeza Vetorial

Pela relagéo (2.6),
otV = VxV = lim,,, ATASCAL (l(a,)(@,) (Ve ~V'E)]

AY—0 AV AN aé:z
dl(as)(a)(v’e, ~V'&,)] L @)@, )(V'E, Vzél)]} .
o 85 o
7 owd AXAYAZ L OV _@7 ow= du oV
rotV—VXV—hmAMAAyAZ[(aX el e ayk)( i )
Y I
ro'[V_VxV_(ay 62)|+(az 6) ( 8y)k

Novamente, escrevendo - se a primeira parcela, as outras podem ser obtidas permutando - se

ciclicamente.u,v,w,u,v,.... X, ¥,Z,X,¥,....e i, J, Kk, i, j...
Note que o rotacional de um vetor pode ser expresso pelo determinante,

i ] k
otV vy =2 2 9
OX oy oz

u v w

2.3- Sistemas de Coordenadas Cilindricas

Nos sistemas de coordenadas cilindricas o ponto é caracterizado pela interse¢éo entre
um cilindro de raio p , um plano com longitude & e, finalmente, um plano z, paralelo

ao plano xy, conforme a figura abaixo.

§3=Z @ZFQ+6FS
rt)=p+2Z

p= X|+YJ
7 =1k

F(t)=Xi +Vj+zk

p —raiodo cilindro
—longitude
z — plano paralelo ao pfano xy

X = pCcosé

y = psend
z1=1

F(t) = pcosOi + psend j + zk
§l=X
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Observe que o ponto Q resulta da interse¢do de uma superficie cilindrica de raio pe

de um plano que contém os pontos OQP, situado a & radianos do plano xz. O ponto P é

obtido pela intersecdo do plano z com as superficies do cilindro e do plano que contém
o triangulo retangulo OQP.

i)Vetor Posicéo

Note na figura que o vetor posicdo no R* dado por,
FX,Y,2)=Xi+Yyj+zk..
F(X,y,z) = pcos@i+psend j+zk
pois,
X = pCosé
y=psenéd
z=2

A coordenada z é comum aos sistemas cartesiano e cilindrico.

Neste caso, conforme a figura anterior,

&=p
=0
£z

Se z =0, o sistema cilindrico é denominado de polar.

ii) Vetores Base

or or o0 - - = - -
a=—r=—=—>\((pcos@ i+ psend j+zk)=cos@ i +senf j=€
a o o ap(/o psend j+zk) J=§,
or or o0 - - = - - _
a,=——=—=—/(pcos@ i+ psend j+zk)=—psen@ i + pcosd j=
2= 58 " 30 a(9(/9 psend j+zk) =—ps P Py
or or 0 - - = ~
d,=——=—=—-\(pcos@ i+ psend j+zk) =€, =k
d, 0w aZ(/0 psend j+zk) =g,

O sistema de coordenadas esféricas d,,4d,,a, ndo € ortonormal, mas sim ortogonal,
pois,
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|, |=a, =+/3, 8 =+/(cosO i +5end j) s (cosd i +send j) =+/cos’ 0+ sen’0 =1=1

|4, |=a, :\/ﬁ:\/p(—sen07+c056’])op(—senHT+cos¢9]) =/ p(sen?0+cos?0) = p =1
&= =/ o8 =K ek =1-1
ed,=(cosdi+send j)e p(-send i +cosd j) = p(-send cosd + send cosd) = 0
d,ed,=(cosdi+send j)ek=0

a>2

!

03, = p(—sendi+cosd j)ek =0

Para que o sistema seja ortonormal,

g, =ﬁ=w:cos6ﬁ+3en¢9]=§1
Q 1
g, _& _p(zsenfi+cosd ) =—sendi+cosf j=-2
2 P P
g ZEZKZE:%
a, 1
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iii) Relagbes Importantes

- Relagdo entre os Sistemas Cartesiano e Cilindrico

Pela figura abaixo,
6 X6, =€,

|
|

D
Il
D,

éax z P

|
|

@

)
Il
@D

ZXp 9

Planoxyouz =0

€ =d e 0d
= €,ei =€ |1|cosd=(1)(1)cose =cosd

~ - . = T
€, oj=[€ 1] |cos(5—6’):sen6’

g, i =|§, ||T|cos(%+6?)=—sen0

€,0]=|8,| ]|cosd=cosd

Obtencéo dos componentes cartesianos de um vetor V em termos dos cmponentes do mesmo vetor

em coordenadas cilindricas
Lembre-se da Algebra Linear que os vetores i, j, k sdo linearmente independentes.

Como consequéncia, eles formam uma base ortonormal para o espaco R®. De forma
analoga, os vetores €,,€,,€, também formam uma base para 0 mesmo espago R,

Seja 0 vetor V expresso nos sistemas cartesiano e cilindrico por
V=ui+vj+wk=V§ +V,§, +Vg,

Para explicitar o componente cartesiano u, multiplica-se, escalarmente ambos os
membros da igualdade acima pelo vetor i. Portanto,
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(Ui +vi+wk)ei=(VE +V,6 +V;5)ei=
UTOT+V]OT+WR07:Vpép OT+V969 07+VzéZ °i ..
u=cosdV, 6 —sendV, +0..

u=V, coséd-V,send

Analog amente, multiplicando - se escalarmente ambos os membros por j,

Ui +vi+wk)e j=(V,E +V,6 +V,;5,)e|=

V=VE e ]+V,E e ]+V,;E e]=V send+V,cos0+V,(0)..

v=V send +V,cosd

Por Gltimo, multiplicando - se escalarmente ambos os membros por k,

(uT+v]+wR)oR:(Vpép +V, €, +Vzéz)oR:>

W=V & ek+V,E,ek+V,§ ek=V (0)+V,(0)+V,()..

w=V,

Os componentes cartesianos u, v e w do vetor V s&o obtidos em termos dos

componentes do mesmo vetor V em coordenadas cilindricas,V ,,V, eV, e da matriz quadrada abaixo.
cosd -senéd 01V, v,

u
vV |=|senf  cos@ 0|V, |=AY,
w 0 0 1]V, \Y

z

Obtencéo dos componentes em coordenadas cilindricas de um vetor V em termos
dos cmponentes do mesmo vetor em coordenadas cartesianas

Seja 0 vetor V expresso nos sistemas cartesiano e cilindrico por

Lembre-se

V=ui+Vvj+wk=V 8 +V,E, +V,g,

Para explicitar o componente V , multiplica-se, escalarmente ambos os membros da

igualdade acima pelo vetor €. Portanto,

(Ui +vj+w k)oép :(\/pép +V,€, +Vzéz)oép =

Uie€ +VjeE +Wke€ =V E o€ +V,.E 0€ +V,E o€ ..
ucose+vsen49+0=Vp

Vp =ucosd +vsend

Para se explicitar V,, basta multiplicar escalarmente ambos os membros por €,,.
Assim,
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Ui +vj+wk)eg, = V€, +V,6, +V,E,)e€, =
Ui 8, +VjeE, +WkeE, =V 8 €, +V,E, o8, +V,E *E, ..
u(-send)+vcosd+0=V, ..
V, =-usend+vcosd
De forma analoga, para explicitar o componente V, fica,

(Ui +Vj+wk) e, = (V8 +V,E, +V,E) & =

Ui 06, +Vje&, +Wke&, =V & e&, +V,6, 06, +V,8§, e§, ..
u@) +v(0)+0+w=V,(0)+V,(0)+V,Q) .-
V,=w

Portanto, os componentes em coordenadas cill’ndricas,Vp ,V, eV, do vetor V séo obtidos em termos dos

componentes u, ve w do mesmo vetor V em coordenadas cartesianas e da matriz quadrada abaixo.

V,| [cos® send 0 u u u
V, |=|-send  cosé 0fv|[=A"|v|=A"V
\ 0 0 1 |w w w

z

Comoas bases i, j,k e & ,&,,& sdo ortonormais, a matriz inversa é igual & transposta.

- Derivadas

de d 2 = e T_x

—-~ =—(cos@i+send j)=-sendi+cosl j=§€,

do deo

d% d de de, d < H H H
L=~ (—L2)=—"%=—(-sen@i+cosd j)=—cos@i—send j=-€

40" d0'd0’ 4o a8 2 =
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2.3.1- Comprimento de um elemento de arco

O comprimento de um elemento de arco ds, fica,

ds = /(2,dEY)? + (8,dE%)? + (3,dE%)? = (O(dp)? + (pd6)? + ()(d2)? .
ds = /(dp)” + (pd0)’ + (dz)?

Note que d& é adimensional (radianos)

2.3.2- Elementos de Area e de Volume

Note pela figura anterior que

& %€, =6,
€,X€, =€,
&6, =8,
dS'], =apa,ds’ds?), =kx(p8,)| dzd0 =—p8,| dzdo
L P
Q1 _ 5 v5 A £24 £3 o=\l =
g = EXAAEAE = (peg)xk‘mdpdzde— pep\p+dpdzde
52| _avs A3 _m owl R
dS?|, =axadeids? , = (&, xk)dodz| = ~&,dpdi],
S O e de—axadetds = (K@ )dpdz|  =8,dpdz|
2 4z2 -9 2,462 g 0 .
gedet - 9g? £24de? o0&t £2de? £2+dg ’ 0+do 6+do
ds? Ehn d,Xa, §3d§2d§l = (pég)xép‘zdﬁjp = —p§2|zd6dp
ds3§3+d§3 =a,xa, §3+d§3d§1d§2 :épx(pég)‘udzdwp:p§Z|z+dzd6dp

O elemento de volume fica,

dv = (8,xa, * 8,) d£'d&%dE’ = [6,X(08,) « &,1dpd iz = pd pd iz
pois,

€ X(0€,) o€, = p(E XE, #€,) =€, o€, =1

Note que sendo d@ adimensional, a unidade de dV = pd,od &z € de comprimento ao cubo.
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2.3.4- Vetor Gradiente de uma Grandeza Escalar

Pela relacdo (2.4),

gradp=Ve=Ilim,, ,

AENEINE? 5[40(612)(61 )E] a[qo(a )(@)E,] +6[<0(a1)(az)63]}
AV ol 0&? o0&

AENENE lp(a, )(a3)el]} Ap AOAz Alp(P)ME,]| _ Ap pAOAz Ol¢E,] _ AV 8(/7# L1 0 ap APAGAZS. -
AV { o0& AV o |, AV op AV ap AY " op ,
AS'AEPAE Olp(a,)(a,)8] 6co 1
APAOA
A { oc }= Wik z€,
AE'ANEPNE? ,lo(a,)()E, ]} Ap AOAz {a[go(l)(l)eg]} Ap AGAz D¢ g, + Ap AOAz (oﬁi .
Ay L 0&? AY 00 av 00 T av a0

Note que,
lAp(pAH)Azé_go% 1 AV Op s 10¢

€
p AV 20" pAV@Qa 00 "’
Por outro lado,

ApAOANZ 3B, ApAOrz
4  p—C=——" """ (e

Ay o0 Ay

pois,

€y 6( senéi +cosé j)|

=—cosfi —send j =-(cos@i +send J)—

o0, 00 L
Por tanto,
1
ASASAS Ap(@)@)E,_ MpAdse o 100
AY o0&’ AV T p oo

AS'AEPAE p(a)(a, &)y _ ApAOAZ g (P)E)y _ Ap(pAB)AZ Dp o _ D

€,=—-6

Ay o8 AY o1 AY ot @
Por tanto,

6_(pé +ApAHAZ(pép_ApA9AZ(pép+la(p% ol
op ” AV AY p 00 0z

cancelando — se as parcelas,

grade = V(p—a(p” +1a¢ég a(pé

6pp p 00 oz’

gradp=Veg=
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2.3.4- Divergente de uma Grandeza Vetorial

Pela relacdo (2.5),

dIV\7 v/ .\7 _ IimAVao AglAngéjs ra[vl(az)(a3)] + a[V2 (as)(a'l)] + a[vg(a'l)(az)]}

N 0E? 0&?
AZTALAE? {a[vl(azz(ag)]}: ApAOAz Alp(V,] _ 1 0(pV,) Ap(pad)az =L APV,
AY o0& AV op Yo,

AEASAE OV (a,)(@)] _ ApAGAz AN, M] &V, _ 18V, 1V,

Ap(pAG)Az = =2 AV
AV 082 A o2 o0 p oo ROA=)
AEAEAE’ ra[V’*(ai)(az)]}: ApA Az ra[(l)(p)Vz)]}: Ap(pAB)Az 8(pV,) _ 0V,
N2 N AY oz o1
Por tanto,

vi ; o(pV
divy —vey = LOWY,) 1oV, 10V,
p Op p 00 p oz
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2.3.5- Rotacional de uma Grandeza Vetorial

Pela relacéo (2.6)
A§1A§ZA§3 ;6[(a2)(a3)(vzé3 _Vséz)] +

rotV = vxV =lim,,

AY Ot o0&t
dl(az)(a,)(v’e, —Vv'E,)] N dl(a,)(a,)(v'e, - V2§1)]}
0&? 0&°
AflAngfe’ ra[(az)(as)(vzéa _Vséz)]}: ApAOAz j’é[(p)(l)(veéz _Vzég)]} .
Ay " o0&t N op B
AEAEPAE Ol(a,)(ay)(v7E, — Vséz)]} _ ApAbAz [a(pVeéz - szég)]
AY Ot o0& AY op
AE'AEAE’ ;a[(az)(as)(vzés _Vséz)]}: Ap(pAB)Az 1 o(pV,) g ApAOAZ O(pV,E,) .
AY " o0& AY  p op AV op
AE'AEPNE® ;a[(az)(as)(vzéa _V3éz)]}_ la(pva) g _ Ap(pAB)Az OV, g _ ApAOAz 6_/7\/ g -
AY " o0& p op AY  9p " AV op 17T
1 2 3 2= 3=
ASASAS {8[(612)(83)(V les -V ez)]}: ia(pve) 5, — v, g, — ApAOAz V.E, (1)
AY o0& p Op op AV
ASALAS Ol(a;)(@)(v'E ~V'E)], _ ApAGAz O(V.E, -V,8,), ApAGAZ OV, ., &, &V,
L 2 }_ [ ]_ [ € +Vz ez .
AV o& AV 00 AY 007 o6 06
ASAEAE Ol(ay) () (Ve —Vlés)]}: ApAGAz [5(\/ £, —Vpéz)] .
AY 0&?2 AV 00 B
1 2 3 3z 1=
ASASAS {6[(83)(31)(V291 —Vv es)]}: AV [ 1oV, 1V, &1+ ApAHAZVZég @)
AV o& AV p 06 * p 00 AV
Pois.
&
0"

A Ultima parcela de (2) € cancelada com a Gltima parcela de (1).

A@(P)V,E, —V,E,)

ASAEAS 0l(a)(a,)(V'E, —vzél)]} _ ApAOAZ

[ 1.

AY Ot o0& AY oz
ASASAE {8[(a1)(a2)(vlé'2 —Vzél)]} _ ApAGAz [6(pr§9 - pVgép)]
AV o AV oz
AETAEAE {a[(ai)(az)(vléz _Vzél)]}: Ap(pAB)Az (an g _ NV, ).
AV o&* AV oz ' oz’
AENEPNE® {6[(a1)(a2)(vl§2 —vzél)]} _Nog Ny
AV o&® oz ° oz
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w AEAEAE = AphIAZ- L (V. B, — V,E,) = Ap(pAB)AZ]
g E 0z
8[(§1X§2)X\7] 1) £2 4 £3 N, . oV,
27T 2 AEAECAET = AV[—LE, - —&
& | SASTAS [ 5 )
Somando-se (1), (2) e (3), e grupando-se as parcelas convenientemente,
- - oV oV
rotvV =vxVv = (1%—%)@ + (== —%)ée +l(%——p)éz
p 00 oz oz op p Op 00

v,
0z

—

€
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2.4- Sistemas de Coordenadas Esféricas

Em coordenadas esféricas o ponto é caracterizado pela interse¢do entre uma superficie
conica com Vvértice na origem e arco (colatitude) ¢, um plano com arco (longitude) € e

uma superficie esférica com raio R, conforme a figura abaixo.

Meridiano

Paralelo

y

& =R —raiodaesfera
&, = ¢ —arco (colatitude)
&, =0 —arco (longitude)

p=|R|seng = Rseng
X = pcosd = Rsengcosd
y = p send = Rseng send

z=|R|cos¢ = Rcos¢

i)VVetor Posic¢ao
=OP=Xi +Vj + 2K .-
=OP = Rsengcos@i + Rseng send j + Rcosg k

r =
r =

Note que a coordenada (arco) & é comum aos sistemas cilindrico e esferico.
Neste caso, conforme a figura anterior,

£=R
& =9
£=6
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ii) Vetores Base

or or 0 - - —~
a = =—=—(Rsen¢cosdi +Rsengsend |+ Rcosgk) ..
a,=sengcosdi +sengsend j+cosgpk
a, = or a_r:—(Rsen¢c059| +Rsengsend j+ Rcos¢k)

0E* 0¢ 0¢
d,=Rcos¢cos i +Rcosgsend j—Rsen gk

or or 0 - N -
a, = =—=—(Rsengcosfi +Rsengpsend j+ Rcosgk) ..
=08 00 ae( ¢ ¢ J ¢ k)

d,=-Rsengsen@i + Rsen g cos @ |

O sistema de coordenadas esféricas d,,4d,,3, ndo é ortonormal, mas sim ortogonal,
pois,

=8, =aea .

= \/(sen¢cosei +sengsend j+cosgk)e(sengcosdi +sengsend j+cospk) ..
:sen2¢c0320+sen2¢ sen®d + cos’® ¢ = sen’g (cos® @ + sen’f) + cos’ ¢ =1
=,4,e4d,

:\/(Rcos¢cosz9i +Rcos¢sen¢9T—Rsen¢l€)o(Rcos¢cos€T+ Rcos¢sen9]—Rsen¢I€)

sm-i”f’ ,991

= JR?cos? ¢ cos? O + R? cos? ¢ sen?d + RZsen’¢ :\/chosz¢(cosze+sen29)+sten2¢ =R #!

|d,|=a, =+/(—Rseng sen & + Rsen ¢ cos & ) e (—Rsengsen&i +Rsen g cos b ) .-
:\/sten2¢ sen’d + R%sen’¢ cos’ 6 :\/sten2¢ (sen’d +cos’ @) =Rseng =1

a,a,=(sengcosdi +sengsend j+cosgk)e(Rcospcosdi +Rcosgsend j—Rsengk) ..
d, ®d, = Rsen¢g cos ¢ cos® @ + Rseng cos ¢ sen’d — Rseng cos ¢ = Rseng cos ¢(cos” 6 + send) — Rseng ..
a

ed, =(sengcosdi +sengsend j +cosg k) (—Rseng senéi + Rseng cosd j) ..
e d, =—Rsen’s sendcos @ + Rsen’p sendcos G ..
a

=(Rcos¢cos@i +Rcosgsend | —Rsen¢k) (—Rseng sen@i + Rseng cosd j) ..
, = —R?cos g cosfseng send + R? cos ¢ cos seng send ..

Para que o sistema seja ortonormal,
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_ Sengcosfi +sengsend j +Cosgk _ sengcosdi +sengsend j+cosgk =3,

5 _&
e = —
R a1 1
g, _8 _ Rcos¢gcoséi + Rcosgsend | —Rseng k — C0S$COSOT +C0s g send ]—sen¢|2=i
a, R R
g -3 —Rseng senéi + Rseng cosé | — _sendT +cos0 ] = a,
a, Rseng Rseng
AL g .
z z, @ .-
dAR Meridiano
Meridiano N )
Z4 B ¢ ep
3
¢
éz = k4 ¢
p | -
O >
> Q M p
y
(b)
Plano @
(Subespaco Vetorial do R?)
Vetores Base do Subespago Vetorial do R*
€x,€,0U € €
Vetores Base no Sistema Esferico€;,€,,€, e O unitario €,, comum aos sistemas
no Sistema Cilindrico€ ,€, € cilindrico e esférico, € perpendicular

ao plano 6.

a,xa, = (a,)(a,)8,x &, = (a,)(a,)€, = (R)(Rseng)&, = (R’seng)(sengcos@ i +seng send j +cos ¢ k)
a,xd, =(a,)(a,)8,x & = (a,)(a,)8, = (Rseng)(1)8, = (cos#cosd i +cosg send j -seng k)
8,x3, = (8,)(2,)8,x &, = (a)(2,)8; = )(R)E, =Rk
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iii) Relagdes Importantes
- Relagdo entre Sistemas Cilindrico e Esférico

Qualquer vetor do plano @ na figura (b) acima, pode ser expresso por uma combinagéo
linear da base ortonormal €;,€, ou da base ortonormal € ,€, .

Portanto, considerando-se, primeiramente, a base ortonormal €;,€, pode-se escrever,
€, = ay +bE, '
€, = CE + dE, h
O componente a € obtido multiplicando - se, escalarmente ambos os membros por €.
§, 08, = (a8, +b8,) e &, > a=¢, &, =&, ||, |cos(%—¢) = seng
Ja o componente b € obtido multiplicando - se, escalarmente ambos os membros por €,.
€,0€,=(ac; +bg,)e€, =>b=¢€ o€, =€ | € |cosg=cosg

O componente ¢ é obtido multiplicando - se, escalarmente ambos 0s membros por €.

€, 06, =(CE; +dE,) o€, = C=E€, o€, =|€, || € | cOSp = CcOS ¢

Ja o componente d € obtido multiplicando - se, escalarmente ambos os membros por €,.
o ~ ~ ~ L —~ = T

€,0€,=(C6; +dE,) o€, > d =€, *€, =[€, ||, | cos(5+ @) =—seng

Portanto, em termos de transformagdo matricial,

No caso do R®, como a coordenada @ é comum aos sistemas cilindrico e esférico,

|

€, seng cosg O | € €q
€, |=|0 0 1 |6 [=AFE,
€, cosg -seng 0 |¢g, g,

Por outro lado, considerando-se a base ortonormal € ,€, pode-se escrever,
€ =a€, +be,
€, =CE, +dE,
O componente a € obtido multiplicando - se, escalarmente ambos os membros por € .
— — — — — = = — . T
€. *€,=(a€, +hE,)e€, > a=6€;9€ =€ €| cos(E—gzﬁ) =seng

Ja o componente b é obtido multiplicando - se, escalarmente ambos 0s membros por €, .
€z *€, =(a€, +DhE,) o€, > b =€, ¢€, =|€; ||, | cosg = cos¢
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O componente c € obtido multiplicando - se, escalarmente ambos os membros por €,,.

é¢ °€ =(CE,+dE,)e€, =>Cc=€,0€, =|€, || €, |cosg=cosg

Ja o componente d € obtido multiplicando - se, escalarmente ambos os membros por €, .

8, 08 =(CE, +08,) o8, =d =E, o€, |5, || &, |cos(%+¢) — —seng

Portanto, em termos de transformacdo matricial,

No caso do R*, como a coordenada € é comum aos sistemas cilindrico e esférico,

€, seng 0 cosg €, €, €,
— - G T =
€, | =|cos¢ 0 -seng (€, |=A"|€, |=A|E,
g, 0 1 0 €, g, g,
- Derivadas

Lembre —se que
a, =€

d, =RE,

a, =Rsengé€,
&

oR
o8,

= 8%(sen¢cos¢97+ seng send j +cosgk) =0

o

08y
8_¢ T
O€q
20
OBy .
20 Seng e,

= %(sewﬁcose i +sengsend j+cosgk)=—sengsendi +sengcosd j .-

O8 0 - - .
— =~ (cos¢cosdi +cosgsend | —sengk)=0
R aR( ¢ ¢ J $K)

o

% _ &

€
op
a§¢ a - - g d -
%:—9(cos¢cosel +Ccos¢send j—seng k) =—cos¢g senéi +Ccos¢cosé | ..
1)
—2 = CoSPE
0 98

—B — i(sen¢cos¢9i*+ sengsend j +cosg k) = cosgcosdi +cosg send j —sengk ..

08 - - ~ - - _
—"’:ai(cos(;ﬁcos@l +cosgsend | —seng k) =—sengcosdi —sengsend | —cosgk ..
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aﬁ:i(—sen@fw:osﬁi)ﬂ?
OoR OR
6ﬁzi(—sen@ﬂcos@T).'.
op 09

%o _§

o¢
6ﬁzi(—sené’iﬁ+cosa17).-.
08 00

06,

0 - _§

0o r
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2.4.1- Comprimento de um elemento de arco

O comprimento de um elemento de arco ds, fica,

ds =/(a,d&")? +(a,d&?)” + (a,d&°)?

Lembre — se que,

a =6 |a|=|6|=2a=1

d,=RE, "|&,|=|RE,|=a,=R

a, =Rseng€, |a,|=|Rseng €, |=a, = Rseng
ds = /(1)(dR)? + (Rdg)? + (Rsengd H)° ..

ds = /(dR)? + R?(dg)? + Rsen’¢(d )’

Note que ¢ e 8 sdo adimensionais (radianos)

2.4.2-Elementos de Area e de Volume

Observe que

a, =Rsengeg,

Q|
N

I

A

!

a =&
(a)

Sistema Ortogonal
a,xa, = (a,)(a,)€, = (DE&:x(Re,) =Re,
a,xa, = (a,)(a,)€, = (R€,)x(Rseng)e, = R’seng &,
a;xa; = (3;)(a,)€; = (Rseng)€, xe; = Rseng €,

Pela figura (a) anterior
d§1Ll - x&,dE%de’|, =~ Riseng & dédg

= 3,x3,d&%d

a1l

= steng/ﬁéR‘MRdegzﬁ

Edet Eidet

ea
€
" )
Sistema Ortonormal
€:XE, =€,
€,X€, =€,
€,X€; =€,
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ds?
ds?
ds®

ds?

= um A £l 3
‘fz - aixa3d§ dé: §2
3 vR 3 1
£244e2 - a3xa1d§ dé: E21de
. =8, d&%de = - R, |, dgdR

=— Rsen¢é’¢‘¢de¢9

.= Rsen¢é¢‘¢+d¢de0

_ B vA 1 2 _ PR
§3+d§3 - aixa2|§3+d§3d§ dé - Re9|g+dgdmR

O elemento de volume fica,

dV = (4,Xd, » &) dE'dE2dE° = [6,X(RE,) » (Rseng)g, JdRd¢d 6 .-

dV = R’sengdRd¢d 6
pois,
ExXE, €, =€, 06, =1

Note que produto seng d¢dé é adimensional. A unidade de dV é dada por R*dR que é de
comprimento ao cubo.
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2.3.3- Vetor Gradiente de uma Grandeza Escalar

Pela relacéo (2.4),

grade = Vo = lim ASASAE lp(3,)(a:)e] |, dlo(a:)(2)6,] , dlo(a)(a, )83]}
w0 Ay b o0& 0&? o0&

lp(a,)(3;)EAL"AL"] g R*seng &, ApAG]

o ke

£ OR

a[f”(az)(ag);lA‘? A\ Z;’ R2send AR Ag AGE, + 20Rsend AR Ag AOE, -

(@, )(aasiflAf AT\ 2—5 AV 8, + 2gRseng AR Ag AGE, (1)

Sendo AV =R’seng AR Ag AG

Ap(a;)(a)EAL AL £ o olp (Rseng)(1) €, AGAR)]|
o’ o

Ag=22 Rseng AR AOAPE, +
Y

08
@ RCcosp€, ARAOAPE, +8—¢¢¢) Rseng ARAO A ..

p(a,)(a)E,AL°AL] AZ? =
0&?

—€; @Rseng ARAOAY ..

L 2(; R?seng AR AOAJE, + p Rcos¢&, AR AG APE,

Ao(a,)(@)EAL°ALT act =t 5(; AVE, +pRCc0s$E, AR AG AGE, —p Rseng AR AO APE,

P RO
o8,
Pois, —~ = —€;
o¢
) B _
Ap@)@IEATAL] \ o  HGRARAGE) \ 00 £ AR Aps, + 2 RAR AP AG -
o0& o6 o6 0o
8[(0(81)(a2)83A§1A§ ] _ 1 G(DR AO AR A 8_ R AR Ad A
= AE® = Rseng 00 ’seng AO AR AgE, + Y34 ¢AD .
Alp(@)(3)8ASAS] ! a(”AVe +(~cosOT —send ) p RAR Ag AO
o Rsen¢ 06
Portanto,

grade =V = lim,,, AZASAE lp(a,)(@:)e] | dlp(as)(a)e,] , de(a)(, D&l _ 1)+ @)+ 3) -

AV { o0& ag o8

é’(p# 1 ﬁ(pﬁ 1 op. .
radp=Vep=—-¢ + —— &, +1lim —_—
I =N = R TR ap > Rseng ap |0 Ay

@RCOSPARAG AGE, —pRseng ARAOAPE, +(—cosOi —send ) p RAR Ag AO]

[Z(pRsen¢ ARAp AOE, +
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As parcelas
lim,, ., A—lv[ZgoRsengﬁ ARApAOE, +

@RCOSp AR AO APE, —pRseng AR AO ApE, +(—cosOi —send ) p RAR Ag A0 =01,

pois
2¢0Rsenp AR Ap A€, —pRseng ARAOAPE, =pRseng ARAOAPE; ..

pRseng ARAOAPE, =pRseng ARAO Ag(sengcosdi +sengsend j+cosgk) .-

pRseng ARAOAPE, =R AR AO Ag (sen’pcosdi + sen’g send j + seng cosg k)
@RCOs$ AR AO APE, = p Rcosp AR AO Ag(cospcosdi +cosgsend j —sengk) ..
@RCOSp AR AO APE, =R AR AO Ag(cos’ pcos@ i +cos’ ¢ send | —cosg seng k)
Note que (4) + (5) fica,

pRseng ARAGAPE, + pRCOSPARAOAPE, =

@R AR AO Ag (sen’gcosd i + sen’psend j + seng cosd k) +

@R ARAO Ag(cos? gcosOi +cos? g send j —cosg seng k) =

@R AR AO Ag[(sen’s + cos® ¢)cosO i + (sen’p + cos? g)send | =

@R ARAO Ap(cosOi +send |)

Portanto,

IimAVHOA—lv[2<pRsen¢ ARApAOE, +

PRCOSGARAOAGE, —pRseng ARAO Ap&, +(—cosfi —send ) 9 RAR Ag AG]..
lim,.,_, A—lv[(cos¢97+sen9 NeRARAPAO—(cosOT +5end [)p RAR ApAO]=0

Logo, o gradiente de uma funcéo escalar em coordenadas esféricas é

o0,
oR

16’(/)é 1 Op.

rad p=Ve= ——&, + —&
grade=Ye Rog " Rseng o0 "

Rt
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2.4.4- Divergente de uma Grandeza Vetorial

Pela relagéo (2.5),

=R

=9

£=0

a=6.a-=1
d,=Rg,.a,=R

d, = Rseng €, .. a, = Rseng

!

V =V'g + V6, +V°E; =V & +V,E, +V,6, =
Ve V=V, V=V

AZALTAL OIVi(3,)(3)] |, Alv(a)(a)] , alv'(a)(, )]}
AD0 AV { o0& O&?2 O&?

divwW =V eV =lim

v (a)(@)] , O(R*sengVy) 1 d(RVg) 2
TA; AENE = n ARG == R2sengARAGAG ..

olv'(a,)(3)] 1 O(RVa)
S R ASAS NG = R
o& R
—a[vzéagz(ai)] AEAEAE =—8(R36;¢V¢) APAOAZ = Rsiw a(se;;\/*’) R%sengApAOAZ .
oV (a5)(@)] PAEAE =L osengdv,)
O Rseng  0¢
v’ (a) (@)l , . A(RV,) 1 o,
v AENEINE = =5 ARAGAO = Reeng 56 R2SengARAGAG ..
OV’ (a)(@)] | 1y 2y 23 1 v,
g T ASALAS =
o0& Rseng 06
div\7=Vo\7=I|mAM 1 a(RZV) vt SN\ L Ny
AV'R® R Rseng  0¢ Rseng 06

divV —vev = L 16(R2V) 1 8(sen¢v¢)+ 1 oV,
R* OR Rsen¢ o¢p Rseng 06
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2.4.5- Rotacional de uma Grandeza Vetorial

Pela relacéo (2.6),

otV = VgV = lim. ASAEAL 0Ol(a,)(a,)(vE —VE)] |

AV—0 A‘v’ A Gé_,l
Al(a;)(a)(v’e - v'e)] | al(a)(a,) Ve, - Vzél)]}
0&? o’

dl(a,)(a;)(v’e, —V'e,)] - sten¢(\/¢§9 -V,E,)

o0&
5[(33)(31);;?1 Vel _ Rseng(-Vq€, +V,&)
a[(ai)(az)a(vlsé‘z VO Rveg, -V,6.)
4
Aé‘lA]é; - a[(azxag)a(v;éa ~V’e,)] - 2 (Riseng(V,g, ~V,8,) -
MlAz: - a[(az)(as)é\;és ~V’6)] = 2RsengV,g + R2seng %ég —2RsengV,€, + R’seng %%

<

1 o(3,)(@) (V& ~v6,)]| _ A[Rseng(-VeE, +V,Ea)] _

ASTAE AL og" 2 o¢

_ 08 ov,
RV, cosg €, + RsengV, a—;+ Rsen¢5a—Fé9 €x
Por outro lado,
Cr g, -
o

L 0l(2,)(@:)(v’E =V, )] =—RV, COs¢ €, - Rsen¢%é +

AflAszé:?’ agl 52 R 14 a¢ 0

RV, cos¢ €; + RsengV,€, + Rsenqﬁ%éR

=—RV, cos¢ €, — Rseng
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1 dla)(@)v'e,-ve)] _ OIR(VqE, —V,E)l _ _RV, By pNeg py B N
AENEPNE® ol B 00 00" " o0 %~ RY, 00 20 "
Por outro lado,

08 08,
—% = cos¢8, e —R =sen
o0 se o0 Pe, -
N
- 12 Al@)(@,)(ve, ~v el)]| =RV, Ccos¢é€, +R8V €,—RV,seng€, —-R—= (3)
AEAEAE &’ 0 00"
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As parcelas serdo grupadas convenientemente:
i) Primeira parcela de (1) com a terceira parcela de (3)
2RV seng €, — RV, seng €, = RV, seng €,
i) Terceira parcela de (1) com a quarta parcela de (2)
— 2RV, seng €, + RV, seng €, = —RV,seng €,
i) A primeira parcela de (2) se cancela com a primeira de (3)

Parcelas na direcdo de €;:
oV,
RcosgV,

¢
Note que,

00

V, cos ¢ +£av9)sten¢ARA¢AH=(V9 Cos¢ +£8V9
Rseng R OR Rseng R OR
RcosgV, + Rsen¢av9 = ( 1 a(Rsen(/ﬁVe))Av

oR Rseng oR
Aoutra parcelafica,

oV 2 av ov,
N R“seng ARAGAD 1
00 Rseng 00 " Rse eng 06

Por tanto, as parcelas na dire¢éo €, ficam

1 O(RsengV,) OV,

Rsen¢[ oR

RcosgV, + Rseng %\F/; = ( YAV

¢ ]Av
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Parcelas na direcdo de €,:

oV, oV,
-Rseng V, —R?*seng—2 + R—=X
Vo 7R TR0
Note que,
oV, R?seng oV, AV oV,
-Rseng V, — R?seng—2 = — V,ARAPA O — ——2R?sengARAPAD = ———V, - —L AV .-,
A ¢ R »ARA¢ R $ARA R V"R
oY 1 oV, 1 _0(RV,)
-Rseng V, - R?seng—2 = —[-V, - R—2]AV = - —[~—27]AV
¢V, $—r =gl Ve~ R ] R
Aterceira parcela fica,
2
RavR N R Sen¢aVRARA¢A9= 1,1 oV
060 Rseng 06 eng 00
Por tanto, as parcelas na diregao €, ficam
-Rsen¢Vg—sten¢aV" RN l[ 1 Ve O(RY, )]Av
R 06 R "seng 06 R
Parcelas na direcdo de €,:
Rseng V, +R? sen¢ ¢
Note que,
oV, 2 oV oV
Rseng V/, +R’seng —* = RISENG\/ ARAGNG + ¢ ResengARAGAG = 27 v/, + V% A -
R OoR R OR
o(RV,
Rseng V, +R sen¢—:>—(V R—¢)Av_ ;[ (a )]Av
Aterceira parcela flca,
2
_Rseng Ve = RSN Ve \prgng =~ L Ve ny
0 R 0¢ R 00
Por tanto, as parcelas na direcéo ég, ficam
o(RV,
Rseng V, +R%sen 1[ ( ) aVR]AV
6¢ R o¢
Levando-se as trés dlre(;oes na definicdo de rotaC|onaI de um vetor, escreve-se
- -~ . oV
otV = VxV =lim,, . Av{ 1 [G(RSGHWH) ¢]a l[ 1 oV, 8(RV )]a
AV "Rseng oR R "sen¢g 06
1 a(RV) YA
e €}
o¢
- - oV, o(RV,
FotV = VxV = 1 [a(Rsen¢Vg) ¢]# i[ 1 oV, 8(RV )]# 1[ ( ) OV, g,
Rseng OR R "seng 060 R™ OR o¢p
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