Prof. CARLOS THOMPSON (Ph.D)

13 de novembro de 2008
Limites
Lembre-se: a variavel tende (a seta indica um eterno
caminhar) e o limite (onde se deseja chegar mas nunca
chega!) e.
Conceitos (tem de memorizar, ndo procure entender)

1) Valor numérico de uma funcéo y = f(x)

Exemplos:
Dado y = f(x) = -x* - 3> calcular f(-1)

Hint: perca segundos “abrindo buracos” onde x se
encontra. Assim,

f()=-(F-30
Agora coloque nos buracos o valor -1,
f(-1)=-(-1)(-3(1=-(1)-3=-1-3=-4

2) Todas as vezes que vocé for calcular o limite de uma
funcéo, proceda da seguinte forma.

a) calcular o valor numeérico, substituindo-se a

seta pela igualdade (vocé vai ver nos exemplos
como é facil),
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Duas situacoes podem acontecer:

i) Se o denominador NAO for nulo, o valor do
limite pela direita sera igual ao valor do limite
pela esquerda e tambéem igual ao valor
numérico. Neste caso diz-se que a funcédo é
continua para aquele valor de x.

O valor do limite da funcdo, neste caso, € o
seu proprio valor numérico.

if) Se o denominador for nulo, temos dois casos
a considerar:

a) O numerador tambéem é nulo

Neste caso o limite pode existir (esta

camuflado) ... diz-se que o limite esta na

forma %

b) O numerador € diferente de zero... diz-se

.. < constante
qgue o limite esta na forma ———

Veja que, neste caso, a funcdo NAO
EXISTE, pois ndo existe divisdo por zero.

EXERCICIOS DE FIXACAO SOBRE LIMITES

Calcular os limites

2X+3
X+ 2

a) Iimxez
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Substitui-se a seta pela igualdade e acharnos o valor
numeérico para x = 2. Assim,
f()_2x+3 > f()_2()+3 £(2) = 2(2)+3 7

X+ 2 ()+2 2)+2 4

Como o denominador é diferente de ZERO, o valor do
limite da funcao f (x) para x tendendo a 2 e 7/4

Facil ndo?
. 2X+3
b lim
) X—2 X — 2

Substitui-se a seta pela igualdade e acharmos o valor
numerico para x = 2. Assim,

2X+3 2()+39

> 1)~ (2 AD+3_7

f(x)= _ L
¥0= (-2 (2)-2 0

Observa-se que a funcdo f (x) NAO EXISTE em x = 2, ou
seja, a funcdo é DESCONTINUA (DA UM SALTO!) em

X =2

Fazendo a tabela, vé-se que o limite pela direira de 2 é
+infinito e, pela esquerda € - infinito

) x? —5x+6

Substitui-se a seta pela igualdade e acharmnos o valor
numeérico para x = 3. Assim,

lim,_,

“5x+6 3 ¢y’ 5()+6,f()_(>2—2ﬂ:9:
—x 7 - @y-7 2

Pagina 3



Prof. CARLOS THOMPSON (Ph.D)

Como o denominador é diferente de zero, o valor do
limite e o proprio valor numérico da funcdo, ou seja,

2_
|imxﬁ3w:o
XT =7

2
d) Iimx+1x +22x+1
X° -1

Substitui-se a seta pela igualdade e acharmos o valor
numerico para x = -1. Assim,

X* +2x+1 > f():()2+2()+19 f(_1)2(—1)2+2(-1)+1=9

lim
A | ()?-1 (-2 -1 0

Como o numerador e o denominador sGo AMBOS NULOS,
o limite da funcdo pode estar camuflado.

Como x = -1 anula o polinémio x* + 2x +1, pode-se
escrever:

2
X2 +2x+1z(x+1)?.'.?:x+—zx+1:x+1
X+1

Por outro lado, se x = -1 anula x* - 1, pode-se escrever:

x> —1l=(x+1D)?..2="—"=x-1
X+1
Portanto,
2
|imx+1%zx+1=“mx+1w=' . (x+1)
X -1 (x=D(x+1) (x=1)
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Note que o fator (x + 1) foi simplificado. Urm novo
problema de limite de uma funcdo, comeca aqui, ou
seja,

(x+1)

Calcular lim _  ~—=—=
(x-1)

Substitui-se o valor da seta pela igualdade, x = -1 para
se achar o valor numeérico. Assim,

_ (x+1) _0+1 oy (D+1_0
g(X)—(X_l) > g()—()_l =2 g( l)_—(-l)—l - 0
Logo,
|imxﬁ_lw: imx»—lw: m_ (x+1) _,

x? -1 (x—1)(x+1) (x—1)
e) lim, 9"

xasm

Novamente, vamos calcular o valor numerico para x =
5. Assim,

(X _ 5)11
(X _ 5)13

h()=LO=5T" 3 5 [(9-S" _0° 0

h(x) =

[()-5]° [(5)-51" 0% 0

Observe que,

h(x) = (x—S)E _ 1
(x=5"  (x=9)

denominador pois x 2 5 e nunca atinge x = 5/

~ podemos dividir o numerador pelo
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Note ainda que se x caminha para 5 pela sua direita, o
valor de x — 5 caminha para zero positivamente.

Portanto,

— 11 -
lim =5 _ lim . — 1 e (x caminha para 5 pela sua
Xx—5 (X_5)13 X—>5 (X_5)2

direita)

Por outro lado, se x caminha para 5 pela sua esquerda,
o valor de x - 5 caminha para zero negativamente.
Como temos de elevar ao (x — 5) quadrado, o
denominador tende a zero positivamente, ou seja,

Y i
im0 g 1 (x caminha para 5 pela sua
Xx—5 13 X—5 2
(x=5) (x-=5)

esquerda)

. x —5)
f) lim (x=5)
) x—5 (X _ 5)13

Novamente, vamos calcular o valor numerico para x =
5. Assim,

(X_5)10
(X_5)13

[()-51" [(5)-5]" _0° 0
h()==2—=— = h(5)= = ==
O s = "

h(x) =

[(5)-5 0% 0

Observe que,
x-5*° 1
(x5 (x-5)°
denominador pois x 2 5 e nunca atinge x = 5/

h(x) = podemos dividir o numerador pelo
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Note ainda que se x caminha para 5 pela sua direita, o
valor de x — 5 caminha para zero positivamente.

Portanto,

— 10 -
Iimxﬂs%z limmﬁz +o (X caminha para 5 pela sua
X— X—

direita)

Por outro lado, se x caminha para 5 pela sua esquerda,
o valor de x - 5 caminha para zero negativamente.
Como temos de elevar ao (x — 5) ao cubo, o
denominador tende a zero negativamente, ou seja,

(x=5)"* _lim 1
Xx—5 (X_5)13 X—5 (X_5)3
esquerda)

lim

=-w (X caminha para 5 pela sua

. (x—5)"
g) Ilmx—>5 (X _5)5

Novamente, vamos calcular o valor numerico para x =
5. Assim,

(X—5)10

(x-5)°

h( )=[( )—5]160 9 h(5):[( 5)_5]160 :$:04=0
[()-5] [(5)-5" ©

h(x) =

Observe que,
(X _ 5)10
(x-5)°
denominador pois x =2 5 e nunca atinge x = 5/

h(x) = =(x-5)* podemos dividir o numerador pelo
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Note ainda que se x caminha para 5 pela sua direita, o
valor de x — 5 caminha para zero positivamente.
Portanto,

10
h(5) = Iimms%: lim,_ .(x-5)" =0 (X caminha para 5 pela sua

direita ou pela sua esquerda) pois o valor numeérico
para x =5 ndo anula o denominador!

ATENCAO:

Os limites envolvendo funcbées trigonomeétricas
obedecem aos mesmos procedimentos mostrados atée
aqui. Deve-se lembrar que:

a) a funcdo seno possui o sinal da vertical (para cima
ou para barxo),

b) a funcdo cosseno possui o sinal da horizontal (para a
esquerda ou para a direita)

Portanto, angulos no 1Q e no 11Q o sinal da vertical
(seno do angulo) esta para cima, ou seja, positivo;
Caso contrario, é negativo (111Q ou IVQ)

Angulos no 1Q e no IVQ o sinal da horizontal (cosseno
do angulo) esta para a direita, ou seja, positivo,
Caso contrario, € negativo (11Q ou 111Q)

Observacées importantes:

- 0 sinal da secante (inverso do cosseno) acompanha o

sinal do cosseno.

- 0 sinal da cossecante (inverso do seno) acompanha o
sinal do seno
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- 0S sinails da tangente e da cotangente (inverso da
tangente) sdo os mesmos, ou seja, 1Q ou 111Q sdo
positivos e 11Q ou IVQ sdo negativos

- para angulos iguais a 2kr e 2k+\)z para k = 0,1,2,...(ndo
negativo),

sen(2kz) =sen(2k +1)z =0 (as verticalis sdo nulas)

- para angulos iguais a 2k e 2k+Y)r para k = 0,1,2,...(ndo
negativo), as horizontais valem 1 ou - 1,
respectivamente.

cos(2kz) =1
cos(2k +)zz =-1

- para angulos iguais a 2k +% e (k+1)r +%

para k =0,1,2,...(ndo negativo), os valores das
verticaisl sdo 1 ou -1, respectivamente.

sen(2kz + %) =1

sen[(2K +1)7 +%] -1

- para angulos iguais a 2k +% e 2k +1r +%

para k =0,1,2,...(ndo negativo), os valores das
horizontais sdo nulos.
cos[(2kx) +%] — cos[(2k + 1) +%] -0

LEMBRETES:
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- para angulo cujo cujo seno é nulo, a cossecante e a
cotangente ndo existem pois estas funcées
trigonomeétricas possuem o seno no denominador;

- para angulo cujo cosseno € nulo, a secante e a
tangente ndo existem pois estas funcoes
trigonomeétricas possuem o cosseno no denominador;

- para qualquer circunferéncia, se medirmos o seu
comprimento C e o seu diametro D, SEMPRE
(independentemente de sua vontade pois € uma
verdade absoluta!)

< =3.141592...= 7
D

Como o diametro D é o dobro do raio r da
circunferéncia, pode-se escrever:

< =3.141592...= 7

2r
Dai escrevermos que o comprimento de uma

circunferéncia e dado por
C=2rnr
Sem muito esforc¢o, pode-se concluir que o

comprimento da metade de uma circunferéncia de raio
r e dado por,

=——=7r

E 2z r
2 2
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Também sem muito esforco, pode-se concluir que o
comprimento da quarta parte de uma circunferéncia de
raio r é dado por,

E 2ty xwr
4

e assim por diante. Portasnto pode-se escrever que o
comprimento de um arco L de uma circunferéncia de
raio r pode ser escrito por,

L=ar sendo « o angulo em radianos.

Observe que se:

a=2x, tem-se

L=2zr=C

a=nx, tem-se

Para se transformar radianos (verdade absoluta) em
graus (vontade do homerm) em basta substituirmos, na
frac&o, o valor de = por 180°. Assim,
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180°

T

a== em radianos, corresponde a o= =90°

180°

NI

a=7 em radianos, corresponde a a=

=60°

a== em radianos, corresponde a o= 184? = 45°

NN

3z 180°

a=" em radianos, corresponde a a=3 =3(45°) =135°
37 ) 180° . .

a== em radianos, corresponde a a=3 =3(90°) = 270
21 . 180° . .

a=" em radianos, corresponde a o =2 =2(60°) =120

Ja para transformarmos graus em radianos, basta
escrevermos uma simples regra de trés.

Assim,

a=150° em graus, corresponde a

150 =10UX=150 S)
180° ~« 180° 6

Note que se substituirmos o valor de r» por 180°
chegamos a
5 180°

X=—x=5
6

=5(30°) =150° (verificado)

N&o se esqueca de sempre operar com RADIANOS
quando quisermos calcular algum comprimento de arco
numa circunferéncia.

No circulo trigonomeétrico, o valor do raio € 1, por
definicdo!
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Pegue uma calculadora e calcule, para cada x (em
radianos, é claro!) o valor do seno de x.
Caminhe com x para zero (eterno caminhar), calcule o
seno de x e divida o valor de x pelo seu respectivo
seno. Esta fracdo tendera para 1. Se vocé inverter a
divis&do, ou seja, dividir o valor do seno de x por x, o
limite sera o mesmo, ou seja, 1.
Assim, ndo se esqueca:

senx

) X .
lim ——=1lim — =1
0% senx X

Repare que quando x caminha para zero, o valor
numerico do numerador é 0O e do denominador também

e zero. Assim, estamos diante da forma % (limite

camuflado, como ja vimos nos exemplos anteriores)

Calcular os limites das seguintes funcées
trigonomeétricas:

. COSs X
a) tim, , <X
X

Adotando-se os mesmos procedimentos anteriores,
vamos “abrir os buracos”’,

% cos() cos(z) -1
oo = 2 h0==" () > h(z) = (r)  3.141592

Como o valor numérico resultou num denominador ndo
nulo,

lim 28X _hr) = 21

X—>7r
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Observacdo: costuma-se dar a resposta serm substituir
o valor da constante r por 3.141592....
Cuidado: se quiser substituir, NUNCA o faca com 180°!

b) lim _, cossecx

Hint: sempre trabalhe com seno ou cosseno pois vocé
sabe o comportamento dessas duas funcées nos 4
quadrantes. Assim, antes de se pensar no calculo do
limite, substitua a cossecante de x por,

. . 1
lim,  ,cossecx =Ilim, o

O valor numeérico para x = 0 anula o denominador.

1
h(x) = cossecx = ——
senx

Vamos abrir os buracos na funcdo h (x) e depois
substituir a seta pela igualdade.

1 1

1
h() = cossec() :seT() = h(0) =cossec(0) = sen(0) -0

Atencdo.: anulou somente o denominador!

Note que x pode tender a zero pelo 1Q, onde o seu seno
e positivo. Como x nunca chega zero e sim esta tao
proximo de zero quanto eu queira, tem-se pelo 10Q,

. 1
cossecx =lim, ,—/—— =+o0
% senx

lim

x—0

Por outro lado, x tambéem pode tender a zero pelo 1VQ,
onde o seu seno e negativo. Como x nunca chega zero
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e sim esta tao proximo de zero quanto eu queira, tem-
se pelo 1VQ,

) . 1
lim cossecx=lim, ,——=—o0
x—0 x—0 senx

c) lim _ ,(cossec x)(senx)

Seguindo-se a recomendacdo, em vez de trabalharmos
com a cossecante de x, substituimos pelo inverso do
seno de x (a mesmissima coisa!). Assim,

1 )(senx) =lim,_ (1) =1

lim cossec x)(senx) = lim —
an( )( ) x»O(SenX

x—>0

Lembre-se que o limite de uma fungcdo constante é a
propria constante (a funcdo “ignora” a variacao de x)

d) lim ,_cotgx

2

Seguindo-se a recomendacdo, vamos trabalhar com

seno e cosseno,
COS X
lim , —
x> senx
Vamos “abrir buracos” para calcularmos o valor
numeérico da funcéo antes de calcularmos o seu limite.

AssiIim,

3r
_ COSX _cos() 3 _COS(7)_£_
g(X)—ﬁ9 9()—Sen() 2( L

sen( 7)

Como o valor numérico da funcdo g(x) EXISTE,

lim , cotgx= g(%r) =0
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d) lim,_ >
) x—0 th

Seguindo-se a recomendacdo, vamos trabalhar com

Sero e cosseno,
X COS X
0 senx

lim. - —lim X _lim
x—>0t X Xx—0 senx

COS X
Para se calcular o valor numerico da funcdo f(x), vamos

“abrir os buracos?’,

f)=2%% 3 £y _0cos() 5 £(0) = (0)cos(0) _ (O)@) _0
senx sen() sen(0) 0 0

Como o numerador e o denominador sdo AMBOS nulos,
o limite pode existir. Portanto,

XCOSX—Iim X COS X
senx % senx

Iimx—>0 L = Iimx—>0
tgx

Observe que quando x tende a zero, o seu cosseno

tende a 1 e a fracdo x/senx tende tambéem a 1 (vide

exercicio anterior). Assim,

XCOSX . X
50 =lim, ,——cosx=1

senx senx

, X
“mHOtg_x: lim

EXERCICIOS PROPOSTOS

Mostrar que

: X —4x+4 2
1) lm _,——s——=—=
) lim,. x*+5x*-14 7

: 2 _4x+4
2) lim X—:O
) lim.. x® +5x% —14

2
) X2 + X
3)Ilim _ , ———— " =+
1 -
xS 2xt + %3
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Hint - Note que x = -1 anula tanto o humerador como o
denominador. Portanto, pode-se escrever,

X2+ X
x+1

X2+ x=(x+1)?2..2=

Logo,

x> + X = (X+1)x

Por outro lado, o denominador fica

x5+2x“+x3E(x+1)?.'.’?:wzx“+x3
x+1
Assim,
im, XX i XOHD X (faca a
X4 2x + X8 T+ +x3) x4 X8
tabela)
C1-Ux 1
4) lim, x>

Hint — Lembre-se gue 1-x=(1+/x)(1-+x)

5)lim,,, =" " =

Hint - Lembre-se que x* -a* =(x* +a*)(x* —a?%)

1 1

6) lim_,2*+*X 2_ _1
X

Hint — antes de calcular o limite, opere com as fracées
da funcé&o chegando-se a

“mHo(4 2X)(;) =—
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Observacao:
3 2 -1

Dada a funcdo f(x) = Ui +5x " +10 , calcular
éi/x—4 +x2+10

a) lim,_, f(x)

Como a variavel x tende a xero, prevalece a parcela com
o MENOR expoente de x. Assim,

3[,2 -1 4
lim, . f()=lim,_, X 10 i X him sx—0
x—0 x—0 6/ 2 2 x—0 -2 x—0
XY +x+10 X

b) lim_,, f(x)

Como a variavel x tende para o infinito, prevalece a
parcela com o MAIOR expoente de x. Assim,

2

2

i ; i ¥x? +5x* +10 i Ux? . X3 . NE
ImX—)oo (X): Imx—>oo Q/—4 ) = Imx—>oo g/—4:“mx—)co_4:||mx—)w_2:1

X" +x°+10 X «6 ¥3

7)
X2 —4x+8
3x°

2
b) lim, ,, 8 _
3X

a)lim_, 0

8)
) X2 —7x
allim - =-
) X—>—00 X+1 0
2_
b)tim,_ X=X _g

x—0 X+1

9)

w%ZO
XT=TX+7

1

X2 —Tx+7 7

a) lim

b) Iimx—>0
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10)
4 3
a)lim,_, — 2 i
12x° +128
4 3
b) lim,_, X

0193 1128

CURIOSIDADE (POR ENQUANTO)

Faca uma tabela e mostre que

1

lim,_,(1+x)* =2.17..=e (0 numero “e” é a base do logaritmo
neperiano). Sera importantissimo no Calculo I e,
portanto, na Engenharia.
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